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Vorwort zur ersten Auflage. 



Das ?orIiegende Bach enthält im weseDtlichen dasjenige, was 
als das Lehrfach „Elastizitltslehre^* im zweiten Studienjahr an 
der technischen Hochschule zu Hannover vorgetragen wird. Das 
Hanptge wicht ist hierbei auf Leicht Verständlichkeit und Anschaulich- 
keit gelegt; daher wird fest durchweg nait eiQfaehen Sonderfällen, 
die dem Vorstellungsfermögen dea Studierenden nahe liegen, 
begonnen und dann erst zu verwickeiteren Aufgaben übergegangen. 
Ganz allgemeine Untersuchungen sind überhaupt vermieden, da 
diese Vorträge besonders die Einführung in die Elaslizitätslehre 
bezwecken. In den Beispielen haben solche Fälle vorwiegende 
Berücbichtigung gefunden, die in den Baufächern von Wichtig- 
keit sind. 

Die graphische Statik kann in Folge besonderer umstände in 
meinen mündlichen Vorträgen über Elastizitätslehre nicht benutzt 
werden, (abgesehen von den einfachsten Grundbegriffen; vielmehr 
erfolgt die zeichnerische Behandlung der Balken, Fach werke« 
Stfitzmanern und Gewölbe in einem getrennten Lehrfache. Aus 
diesem Grunde habe ich auch im vorliegenden Buche die graphische 
Statik nicht in gröfserem Umfange verwendet, weil ich zu Gunsten 
meiner Hörer wesentliche Abweichungen zwischen den mündlichen 
ßt»d gedruckten Vorträgen vermeiden wollte. 

Die Bedeutung der in den Formeln vorkommenden Buchstaben 
findet sich am Schlüsse dea Buches in alphabetischer Ordnung 
angegeben, n. zw. unier Hinweis auf diejenigen Stellen, wo die 
betreffende Gröfse in die Entwickelung eingeführt wurde. Mit 
Hilfe diesra Verzeichnisses kann der Leser jede Formel leicht 
verstehen, ohne erst im Texte nach der Bedeutung der einzelnen 
Zeichen suchen 7m müssen. 

Die neueren einschlägigen Arbeiten wurden benutzt soweit es 
dem Flaue des Buches entsprach; dabei sind die betreffenden 
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Quellen angeführt. Erschöpfende Quellennachweise für das ganze 
Gebiet der behandelten Wissenschaft habe ich aber nicht gegeben, 
weil dies dem Hauptzwecke des Buches nicht zu entsprechen schien. 

Hannover, im März I89;i 

Keck. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Der Zuspruch, welchen das Buch seit seinem ersten Erscheinen 
gefunden hat, läfst erkennen, dafs der bei seiner Abfassung leitend 
gewesene Grundgedanke des Verfassers, dem Anfänger eine von 
der Behandlung einfacher Sonderfälle zur Entwicklung allgemeiner 
Kegeln fortschreitende, bequem und sicher leitende Einführung 
in die Elastizitäts- und Festigkeitslehre zu bieten, richtig 
war und das Buch einem vorhandenen Bedürfnisse entspricht. Bei 
der auf Ersuchen der Verlagsbuchhandlung von mir übernommenen 
Bearbeitung der inzwischen erforderlich gewordenen Neuauflage des 
Buches habe ich es daher in erster Linie als meine Aufgabe 
angesehen, jenen Gedanken weiter zu verfolgen und, wenn möglich, 
noch allgemeiner zur Geltung zu bringen. Daneben schien es 
geboten, eine dem Bedürfnis des Leserkreises, für welchen das 
Buch hauptsächlich bestimmt ist, entsprechende Vervollständigung 
desselben eintreten zu lassen. Auch sind in Übereinstimmung mit 
der Stoifanordnung in meinen den gleichen Lehrgegenstand 
umfassenden Vorträgen, wo angängig, die graphischen Methoden den 
analytischen hinzugefügt und beide in unmittelbarer Nebeneinander- 
stellung behandelt 

Bei Ableitung der Beziehungen zwischen den äufseren Kräften 
und den inneren Spannungen sind zwar hinsichtlich der Angriffsart 
der ersteren die charakteristischen p]inzelfälle unterschieden; es ist 
jedoch Wert darauf gelegt, den Leser erkennen zu lassen, wie 
dieselben ineinander übergehen, und inwieweit danach die abgeleiteten 
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^^lii alle möglichen Angriffsiirten atnfassen. Um diesen Zweck 
im Kahmeti des Buchea einhmtUch unrt ganz 7M erreichen, war ei 
not wendig, auch das in Keck» Mechanik IL Teil behandelte Kapitel 
der einfachsten Fälle der Zug-, Druck-, Schub- und Biegungs- 
festigkeit mit einzuscbHefseu. 

Aös den durgelegten Gründen hat sich die Bearbeitung der 
neuen Auflage zu einer ziemlich eingehenden Umarbeitung des 
Buctos gestalten m&äaen, van der ich hoffe, daft sie im Sinne des 
hocliTerdienten Verfassers ausgefallen sein möge. 

Di die erste Annage des Buches bereits seit einiger Zeit 
vergriffen war, erschien es in Rtcksieht auf den interessierten 
Leserkreis geboten, den in der Bearbeitung inzwischen fertig 
^^telUen L Teil des Buches zunächst für sich erscheinen zu lassen. 
Derselbe nrnfafst nacb einer Einleitung in einem ersten Abschnitte 
den die Fläcbenmomente zweiter Ordnung behandelnden rein 
mathematischen Teil und in einem zweiten Abschnitte die Elastizität 
und Feistigkeit grader Stäbe, also auch den geraden voUwandigen 
Balken in seinen Yerscbiedenen Formen und ünterstütziingsarten. 

Iii das Kapitel über Biegung durch Kräfte rechtwinklig zur 
Stabachse mnd auch Untersuchungen über die Biegungsspannungen 
iij Stäben, welche dem Hoofce'schen Gesetz nicht folgen, auf- 
gennmraen und im Anschluls daran die sogen» „Verbundbalken** ans 
Beton und Eisen behandelt 

Das dabei entwickelte graphtsche Verfahren zur Bestimmung 
der Biegungsspannungen, bezw. der Tragfilhigkeit von Balken 
verdankt seine Entstehung einer Anregung dnrch die gleiche Ziele 
verfolgende interessante Arbeit des SJr.-Sug, Paul Weiske: 
^Grapbostatische Untersnehang der Beton- und Betoneisenträger*". 

Von einer Benutzung der Arbeitsgesetze zur Bestimmung des 
äntsern Gleichgewichts, der Biegangsmoraente und Querkräfte für 
Balken mit statisch unbestimmter Unterstützung ist hier zunächst 
abgesehen, weil die Ableitung dieser statischen Gröfsen mit Hilfe 
der Biegtmgs^ltnie geeigneter schien, den Anfänger mit dem Wesen 
der Spannungs- und Formanderungsvorgänge bekannt zu machen, 
fein fdr den ausübenden Ingenieur so wichtiges ^statisches 
dsföhl"* zu entwickeln* In Hinblick auf dieses Ziel ist auch bei 
Ableitung der Beziohnngen zwischen äufseren und inneren Kräften 
ran dem verfügbaren mathematischen Rüstzeug nur in knappster 
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Form, TOD der orientierenden Wirkung der Figur aber ein ausgiebiger 
Gebrauch gemacht worden. Sollte aus gleichem Grunde die text- 
liche Behandlung des Gegenstandes für den eingeweihten Leser 
etwas breit ausgefallen und sollten Wiederholungen nicht überall 
vermieden sein, so bitte ich, das zu Gunsten des Anfängers, für 
den das Buch eben in erster Linie bestimmt ist, in Kauf nehmen 
zu wollen. 

Schliefslich möchte ich es nicht unterlassen, den Herren Landes- 
bauinspektor Bladt und ^ipl.^i^ng. Bohne und Müller für die 
freundlichst übernommene Nachprüfung der Bechnungsergebnisse und 
Unterstützung bei Ausführung der Korrekturen meine dankbare 
Anerkennung auszusprechen. 

Hannover, im August 1905. 

L Hotopp. 
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Einleitung. 



Alle sogen, festen Körper denken wir uns aus kleinsten Teilen 
(Massenpunkteo, Molekülen oder Molekülgruppen) bestehend, welche 
10 miteinander verbunden sind, dai^ sie einer Änderung ihrer Lage 
zueinander, also auch einer Änderung der Form des Körpers durch 
¥0n aursen her auf ihn wirkende Kräfte einen gewissen Widerstand 
entgegensetzen. Bei der üntersui^hung der Bedingungen, tinter 
welchen diese sogen« ffliufiieren Kräfte'' sich an einem Körper das 
Gleichgewicht halten» setzt die reine Mechanik jenen Widerstand 
als absoliit> unuberwindüchi d, b. den Körper als in seiner Form 
unveränderlich, unzerbrechlich, starr voraus. Tatsächlich aber er 
leiden alle Körper unter der Wirkung äulserer Kräfte eine gewisse 
Formänderung (Verlängerung, Verkürzung^ Verbiegung, Verdrehung 
u.s, w) und, wenn die angreifenden KrMte über ein gewisses Mafs 
hinaus gesteigert werden, tritt eine Trennung des Körpers in ein- 
zelne Teile, d, h. Bruch ein. 

Solange äufsere Kräfte auf einen elastisch festen Körper nicht 
einwirken, nehmen die kleinsten Teile desselben eine gewisse Normal- 
oder Grundstellung gegeneinander ein. Mit dem Angriff äulwer 
Kräfte tritt eine Änderung dieser Grundstellung und damit eine 
Formänderung des Körpers ein und gleichzeitig werden im Innern 
desselben Kräfte wachgerufen, welche sich der Formänderung wider- 
«etseti, die Moleküle in ihre Grundstellung zurückzuführen streben. 
Beseitigt man die „äufsereu Kräfte", so verschwinden auch diese 
sog, „inneren Kräfte** wieder und, sofern erstere ein bestimmtes 
Mafs nicht überschritten haben, nimmt der Körper nach Beseitigung 
derselben mehr oder weniger genau seine ursprüngliche Form wieder 
ein. Diese Eigenschaft fester Körper nennt man ihre Elastizität 

Die inneren, den Zusammenhang und die Form der Körper 
verteidigenden Spannkräfte yermögen sieh mit den auf Formänderung 

« »<k, K)utlEit4tak)i(i. 1 
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und Zerstörang derselben gerichteten äufseren Kräften bis zu einer 
gewissen Grenze im Gleichgewicht zu erhalten. Wird diese Grenze 
von letztern überschritten, so erfolgt der Bruch des Körpers, seine 
Trennung in einzelne Teile. Das Höchstmafs der inneren Kräfte, 
d. h. den äufsersten Widerstand, den ein Körper seinem Bruche 
entgegenzusetzen vermag, nennt man seine Festigkeit. 

Die Elastizitätslehre untersucht die Formänderungen, welche 
elastisch feste Körper unter Einwirkung äufserer Kräfte erfahren, 
sowie die inneren Spannkräfte, welche dabei in den Körpern auftreten. 

In dem Folgenden werden die Körper durchweg als im Gleich- 
gewichtszustande befindlich vorausgesetzt, d. h. es wird ange- 
nommen, dafs der zu untersuchende Körper in Ruhe (oder im Zu- 
stande einer geradlinig gleichförmig fortschreitenden Bewegung) sei. 

Id Wirklichkeit sind freilich die zu herechnenden Bauverhände durchaus 
nicht immer im Gleichgewichte. Es erfahren z. B. die Teile eines Gebäudes 
durch den Sturm, durch den menschlichen Verkehr zeitweise Erschütterungen, 
wobei sie in Schwingungen geraten. Ebenso führen auch die Teile einer 
Brücke schwingende Bewegungen aus, wenn sie von Fuhrwerken befahren 
werden. Solche Schwingungen sind offenbar Abweichungen vom Gleich- 
gewichtszustande, die einzelnen Körperpunkte erfahren Bebchlounigungen und 
Verzögerungen. Sehr erheblich sind die Beschleunigungen, welche unter Um- 
standen bei beweglichen Maschinenteilen vorkommen. Nur in seltenen Fällen 
aber ist es möglich, diese Bewegungszustände bei der Untersuchang der 
elastischen Formänderungen und inneren Spannungen unmittelbar zu berück- 
sichtigen; man mufs die betrctfeiiden Bau- und Maschinenteile meist auf 
Gleichgewicht berechnen und sucht der Abweichung von der WirklicI^keit 
mittelbar (bei der Festsetzung der Zahl für die sogen, zulässige Anstrengung) 
Kechnung zu tragen. 

Soll ein elastisch fester Körper unter der Wirkung beliebiger 
äufserer Kräfte im Gleichgewicht sein, so mOssen sich erstens, wie 
bei einem starren Körper, diese äufseren Kräfte in 
ihrer Wirkung auf den Körper gegenseitig aufheben. 
Eine solche Aufhebung kann aber nur unter Inanspruchnahme der 
Festigkeit des Körpers, d. h. durch Vermittelung der mit den 
äufseren Kräften gleichzeitig auftretenden inneren Kräfte geschehen; 
die Festigkeit des Körpers mufs also hinreichen, um seine Trennung 
in einzelne Teile zu verhüten. Es müssen sich daher zweitens die 
auf Trennung des Körpers in seine Teile gerichteten 
äufseren Kräfte auch mit den sich der Trennung wider- 
setzenden inneren Kräften in Bezug auf beliebige Teile 
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des Körpers aafbeben, alle Teile des Körpers, jeder 
ffir tich, im Gleichgewicht sein. 

Denkt man sich durch den Körper (Fig. 1) eine Schnitt- 
ebene tt gelegt, £0 müssen sich an jedem der Teile des K5rpers 
links and rechts des Schnittes 
die Halberen Kräfte K^ und ÄV 
bezw. /T;^ und A'^ mit den an 
der SchnitUtene wirkenden 
inneren Spannkrfiflen {in der 
Figur durch Pfeile angedeutet) 
das Gleicbgewicbt halten. 
IrSssen sich, wie hier zunächst 

angenommen werden möge, die äufseren Kr^ifte an dem zu betrach- 
tenden Körperteil, ?-. B links vom Schnitt, zu einer Mittelkraft 
J^ verein iffen, so verlangt da^ Gleichgewicht des Teiles, daff^ diese 
der Mittelkraft P der inneren Spanrikrüfte an der Schnittstelle 
entgegengesetzt gleich (F = ^P) sei und ujit ihr in derselben 
Oeraden A B liege. Mit der in bekannter Weise zu ermittelnden 
Mittelkraft R ist dann auch die Kraft P gefunden. Letztere wird 
von den Teilen links und rechts vom Schnitt wechselweise auf- 
einander ausgeübt und ist für das Gleichgewicht der einzelnen Teile 
als „äufsei'e Kraft" (ür den rechtsseitigen als + P, für den 
linksseitigen als -^P anzusehen. Die Kräfte +P und —P treten 
an jeder beliebigen Schnittebene zwischen A und ß in gleicher 
Richtung und Gröfse auf, durchdringen also gewissermafsen den 
KArper, pflanzen sich in ihrer Richtung von Ä nach B, bezw. B 
itach ^ fort und heben sich in jedem Punkte Ü der Geraden zwischen 
A und B auf. (Vergh Keck, Mechanik I, S, 141 und 142.J 

Sind demnach die äufseren Kräfte, welche einen festen Körper 
im ganzen im Oleichgewicht halten, bekannt, so lassen sich die an 
einer beliehigen Sehnittebene wirkenden inneren Kräfte in ihrer 
Gesamtheit aus den Bedingungen für das Gleichgewicht ein^ 
der dtirch den Schnitt getrennten Teile jederzeit be:*timmen. Von 
fccÄOndirrer Wichtigkeit ist die Kenntnis der Gesetze, nach denen 
die inneren Spannkräfte sich über die Schnittfläche verteilen* Ibre 
Ermittelung bildet einen Hauptgei?i*nstand der Elastintät sichre. 

Diu auf die Flächeneinheit der Schnitlfläche entfallende innere 
Spannkraft wird kurz als Spannung bezeichnet Im allgemeinen 

1- 
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weisen die Spannungen an den verschiedenen Stellen ©iner Sehnig 
ebene Toneinander abweichende Richtung und Qröfse auf, Ist 
die auf ein Element dF der Schnittfläche entfallende Spannk 
(veTgl Fig. 2), so kann man di^e ab über dF gleich noäJsig verteilt 
ansehen, und es ist dann die an der fraglichen Stelle berrscbeQdf 
Spannung 

_ dP ^^g* ^ 

^~dF' n 

Schliefst dieselbe mit ^* 
der Normalen zur Schnitt- 
fliehe an der betreffenden 
Stelle den Winkel f ein, so kann man sie sieb stets zerlegt denken 
in eine mit der Normalen zusammenfallende sogenannte Norm 
irpannang o = p ^ cm fp und eine in die Schnittebene fallem 
sog. Tangential -Spannung r — p ain y. Die Normalspannon] 
werden, je nachdem sie einer Trennung oder einem Zusammanpi 
der Stoffteilchen in der Richtung senkrecht zur Schnittebene du] 
die äufseren Krälte entgegentreten, als Zug* oder Druc 
Spannungen bezeichnet Die Tangentiahpannnngen wirken ei 
gegenseitigen Verschiebung der Teile des Körpers beiderseits 
Schnittebene entgegen und werden deshalb Schub- oder Schee 
Spannungen, auch Gleitspannungen genannt 

Denkt man sich auch die Mittelkraft II der an dem abj 
schnittenen Körperteile wirkenden aaCseren Kräfte in eine Soitenkn 
iV normal und in eine solche Q paralbl zur Schnittebene lerlSj 
eo erfordert das Gleichgewicht des abgeschnittenen Teiles, daft 
entgegengesetzt gleich der Mittelkraft aller über den Querschni 
verbreiteten Norraalspannkräfte ndF und ebenso Q entgegengesei 
gleich der Mittelkraft aller Tangentialspannkräfte tm^J^ sei 
Hilfe dieser Bedingungen lassen sich später die Spannungen o un 
selbst bestimmen. ^ Wie nun auch immer ein Körper von äuftei 
Kräften ergriffen sein möge, stets lassen sich die eintretenden iimej 
Spannungen auf jene Grundspannungen o und t zurückführen, üi 
wie nahe ein Körper seiner Zerstörung durch äufsere Kräfte, sein 
Bruche ist läfst sich Im allgemeinen zutreffend erst dann beurteil 
wenn die Spannungen ö und r, bezw* deren Gröfatwerte innerh 
des Körpers bekannt sind. Dabei ist indes, wie sich spater zeig 
wird, in vielen Fällen der Anwendung der Einflufs der einen od 
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der anderen beider Spannungen auf den Bruch derart fiberwiegend, 
dals sie allein als für die Sicherheit gegen Bruch mafsgebbod 
angesehen werden kann. 

SeUen wir nun zunächst eine gerade Stabform des Körpers, 
d, hu die Sehwerpunktsachse desselben als gerade Linie voraus, so 
lassen sich je nach der Lage und Richtung der angreifenden äafseren 
Kräfte folgend© Fälle unterscheiden, 

I. Die Mittelkraft II aller äufäereii Kräfte am al>ge^chuitt«'neii 
Stabende falle mit der Stabachse zusammeu. (Pig. 3 a u, 3 b.) 
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\n diesem Falle treten im 
Querschnitt nur Normal», aber 
keine Tangential- oder Schub- 
ijpannungen auf. 

1, Ist die Kraft M auf die 
Trennung der Teile gerichtet 
<Pig. 3 a), 90 entstehen unter 
gleichzeitiger Verlängerung des 
Stabes Zugspannungen in dem- 
selben; man sagt, das Material ui auf seine Zti^festi|^keit be- 
ansf^rucht 

2, Bewirkt die Kraft M eine Zusammenpressiing der Stabenden 
(Fig. 3 b), so ruft sie unter gleichzeitiger Verkürzung des Stabes 
Druckspannungen in demselben hervor und nimmt das Material auf 
seine UruekfeHti^keit in Anspruch. 

IL Die Mittelkraft i? schneidet die Stabachse senkrecht uud 
greift nnmittelhar in oder neben der Schnittebeae an, (Fig. 4 u. 4a.) 

Jets^t treten im Querschnitt nur Tangential- oder Schub- 
ipannungen r anf; diese allein müssen mit M im Gleichgewicht, 

Fig- 4 a. 



i.-*^ 





ihre Mittelkraft T mufs entgegengesets^t gleich R sein. Das Material 
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wird im Querschnitt tt auf seine Schub- oder Seherfestigkeit 
beansprucht 

III. Die Kraft JS ist gleich Null, liegt in unendlicher Ferne 
und mit der Stabachse in einer Ebene; die das Stabende an- 
greifenden äufseren Kräfte bilden also ein Kräftepaar, dessen 
Drehungsebene senkrecht ist zur Schnittebeue tt. (Fig. 5.) 

In diesem Falle bedingt das Gleichgewicht des abgeschnittenen 
Stabendes, dafs die im Querschnitt tätigen inneren Spannkräfte 
gleichfalls ein Kräftepaar bilden, dessen 
Ebene senkrecht zur Schnittebene ge- ^^^- ^* 

richtet und dessen Drehmoment ent- i^ 

gegengesetzt gleich ist demjenigen 
der äufseren Kräfte. Etwaige Schub- 
spannkräfte würden, da sie in der 
Schnittebene tt liegen müfsten, ein 
solches Kräftepaar nicht liefern können. Hierzu sind, wict^ leicht 
ersichtlich, nur Normal-, d. h. Zug- und DruckspannkrSfte im stände. 
Nur solche können also unter der Wirkung des äufseren Krafte- 
paars auftreten. Im Bereiche und in der Richtung der ersteren aber 
entstehen Verlängerungen und im Bereiche der letzteren Verkürzungen 
der Materialfasern und infolge beider tritt eine Krümmung oder 
Biegung des Stabes ein. Die auftretenden Zug- und Druckspannungen 
nennt man in diesem Falle Biegungspannungen und der Stab wird 
auf seine Biegungsfestigkeit beansprucht. 

IV. Die Kraft It schneidet die Stabachse senkrecht in be- 
liebigem Abstände von der Schnittebene tt. (Fig. 6.) 

In der Schnittebene werden zunächst Schubspannungen hervor- 
gerufen, indem die Kraft R bezw. Q das von ihr ergriffene Stabende 
gegen das durch die übrigen äufse- 
ren Kräfte festgehaltene zu ver- 
schieben strebt. Die Mittelkraft der 
Schubspannkräfte niufs entgegen- 
gesetzt gleich der Kraft H sein. 
Beide bilden nun ein Krüftepaar, 
unter dessen Wirkung weiterhin 
(vergl. unter UI) Biegungsspannungen entstehen. Der Stab wird also 
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10 diesem Falle gleichzeitig aof seine Sehnb- and seine Biegtin^s- 
ffjitipkeit in Ansprach genommen 

V. Die Kraft // sclineidef die Staharlisc; unter einem be* 
liebi^en Winkel und in irgend einem Abstände von der Schnitt- 
ebene tt. (Fig, 7.) 

Zerlegt man die Kraft R in ihrem Schnittpunkte mit der 
Stabachse in eine Seitenkraft N in der Richtung der Achse und in 
eine solche Q senkrecht zu ihr, &o 
eoeugt ersltire, je nach ihrem 
Bichtnngssinn, reine Zug- oder 
Druekspunnungen und letztere nach 
den Ausfübrungen unter IV Schub- 
iind Biegnn^sspannungen. Der Stab 
wird gleichzeitig auf seine Zug- 

oder nrn< kfestigkeit« sowie auf seine Schuh- und seine Bieguiigs- 
feMigkeit beansprucht. 



Fig, 7. 
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VI. Die Kraft M ist grieieh Null. kreuTit die Stabachse senk- 
reiht und liegt in unendlielier Ferne von ilir, d, h. die an den 
J^tabenden ao^rreifendpu iiufseren Kiäfte bilden ein Kräftepaar, 
dessen Orehniig?ii*beue senkrecht £ur Stahach«e, also parallel der 
Sehnittebene tf ^^erichtet ist (Fig* 8,) 

Das Kraft epaar der äulseren Kräfte strebt das von ihm ergriffene 
Stabende gegen day durch die übrigen (gleichfalls ein Kräftepaar 
bildenden) Kräfte festgehaltene zu 
verdrehen. Das Gleichgewicht des 
Stabendes erfordert, dafs die in der 
Schnittebene auftretenden Spann* 
kr;lfte ein dem angreifenden ent- 
gegengesetzt gleiches, also in der 
Schnittebene liegendes Kraftepaar 
bilden. Ein solches können, wie leicht ersicbtlicht nur die Schub- 
Spannkräfte liefern. Unter dem bezeichneten Angriff der äufseren 
K rufte können also nur Schub-, nicht aber Normalspannungen 
in der Sehnittebene entstehen. 

Die entstehenden Scbtibspannnngen nennt man in diesem Falle 
V*)rdrehiing8- oder Torsionsspannungen; das Material des 
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EOrpers wird aaf seine Verdrehnn^- oder Torsionsfestigkeit be- 
ansprucht 

Wie nan auch immer der Angriff der änfseren Kräfte an dem 
betrachteten Stabende etwa abweichend von den hier unter L bis VI. 
besprochenen Fällen erfolgen möge, stets läfst er sich auf diese 
zurückführen. Im allgemeinsten Falle würden die das Stabende 
ergreifenden äufseren Kräfte sich zu einer die Stabachse unter irgend 
einem Winkel schneidenden Mittelkraft R und zu einem in beliebiger 
Ebene gegen die Stabachse drehenden Achsmoment zusammensetzen 
lassen. Zerlegt man letzteres in je ein Seitenmoment senkrecht und 
parallel zur Schnittebene, so wird durch jenes reine Biegungs-, durch 
dieses reine Verdrehungsspannung hervorgerufen (vergl. die Aus- 
führungen unter IIL und VI.), während die Mittelkraft R (nach V.) 
gleichzeitig Zug- oder Druck-, sowie Biegungs- und Schub- 
spannungen hervorruft 



Erster Abschnitt 



Fläclienmoniente 2. Ordnung, Trägheits- imii 
Centrifugalmomente ebener Plächei. 



L Begriffserklärung und allgemeine Eigenschaften der 
Fläehenmomente 2. Ordnung, sowie Beziehungen der- 
selben zueinander 

Für die Beurteilung der Formänderungen, insbesondere der 
Biegung und Verdrehung gerader Stäbe, sowie der Gleichgew ich ts- 
verhältnisse zwischen den die Formänderung hervorrufenden äufseren 
Kräften und den mit ihr eintretenden inneren Spannkräften sind die 
Fläehenmomente 2. Ordnung der Stahquerschnitte von Wichtigkeit; 
et sollen daher, bevor auf jene Verhältnisse selbst näher ein- 
gegangen wird, diese rein mathematischen Begriffe hier hebandelt 
werden. 

r^ a) BegriÄserklärung, 

^B In Frage kommen hier: 

^H 1. Das äcbsiale Trägheitsmoment oder schlechthin 

^Trägheitsmoment, d. h. die Summen aller kleinsten Flächenteileben, 
jedet multipliziert mit dem Quadrate seines 
Abstandes von einer in der Ebene der Fläche 
liegenden geraden Linie als Achse. Wir be- 
zeichnen dasselbe hinfort mit J und drücken 
mine Entstehung aus durch die Gleichung 
J ^ f . 1/2 (f jp. ( VergL Fig. 9.) 

Wird die Fläche auf ein (in der Regel rechtwinkliges) Achsen- 
bezogen (Fig. 10), so soll verstanden werden unter 
\Jm — Sv^'*^^^ das Trägheitsmoment in Bezug auf die A"- Achse, 
L/j,^JV2*r^F das Trägheitsmoment in Bezug auf die F* Achse, 



Fig. 9. 
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Irrster Abschnitt, Flächenmomente 2. Ordnung. 



Manchmal ist es zweckmäfsig, das achsiale Trägheitsmoment 
einer ebenen Fläche durch den Flächeninhalt derselben and den 
sogen. Trägheitshalbmesser i auszudrücken. 
Denkt man sich nämlich den ganzen Inhalt 
F der Fläche in solchem Abstände / von 
der betreffenden Achse konzentriert, d. h. alle 
kleinsten Flächenteilchen dF in solchen 
Abstand i Ton der Achse verschoben, dafs 
Si'dF=- i^'SdF= ;--JF= J wird, so nennt 
man i den Trägheitshalbmesser der Fläche in 
Bezug auf jene Achse. Man kann daher 




jeder Zeit J mit F-i- oder i mit 



ii 



vertauschen. 



2. Das polare Trägheitsmoment, d.h. die Summe aller 
kleinsten Flächen teil chen, jedes multipliziert mit dem Quadrate 
seines Abstandes q von einem innerhalb der Ebene Fig. ii. 
der Fläche gelegenen Punkte, als Pol. Es werde 
hinfort mit Jp bezeichnet und seine Entstehung 
ausgedruckt durch die Gleichung 

Jp = SQ''f^F. (Vergl.Fig.il.) 

3. Das Centrifugalmoment, d.h. die Summe aller kleinsten 
Flächenteilchen, jedes multipliziert mit dem Produkte seiner Koor- 
dinaten in Bezug auf ein in der Ebene der Fläche liegendes (in 
der Kegel rechtwinkliges) Achsenkreuz. Wir bezeichnen es hinfort 
Czif und drücken seine Entstehung aus durch die Gleichung 

C^y^SxydF. (Vergl. Fig. 10.) 




b) Allgemeine Eigenschaften achsialer Trägheitsmomente. 

Die Entstehung der Trägheitsmomente, derzufolge sie aus einer 
Summe von Quadraten positiver oder negativer Strecken bestehen« 
jedes multipliziert mit einer absoluten Gröfse dF, bringt es mit 
sich, dafs sie nur positiv sein und für eine endliche Fläche und eine 
im endlichen gelegene Achse nicht Null und nicht unendlich grofs 
werden k(3nnen. Mit der Richtung und Lage der Achse, auf die 
das achsiale Trägheitsmoment eines Querschnittes bezogen ist, ändert 
sich seine Gröfse und schwankt, wie später nachgewiesen werden 



I. Mtg%*iff^t:rklär\tmj und atttfanKine Ktgf.ngchiiftai. 



u 



Fig 11 




lur Acbaei), welch© durcb ein und dtanselbea Punkt gehen, 
lieben einem Gröfat- und einem Kleinstwert 

Ist J, das TrägbeitötDOment einer Fläche fär eine durch ihren 

dmerpunkt S gebende Äeh»© (Fig. 12), 

rt dasjenige für eine im Abstände ^, 

parallel m derselben gelegenen Achse 

1, so besteht zwiscben beiden die 

Beziehung 

Ei ist nämlich 
I Jj ^Jy^'^dF^Siv + i')^i(F = SlPäF+ 2*\i)/<lF' + e^-JdF 
und fy^ d F^J^r J>/ dF^Q, jV F -= F, 
Ans Gleichung 1 folgt, dafe das Trägheitsmoment einer Fläche 
Bezug auf eine Schwerpunktsschse kleiner ist» alä irgend ein auf 
ine ihr parallele Achse bezogenes Trägheitsmoment 

Ist ferner J2 da> Tnlgheitsmoment in Beaug auf eine Achse 2-2 
Abstände ^^ ?om Schwerpunkt^ so ist J.y = Jm + €.^F\mA. demnach 

BeziebuEi^eii zwischen achsialeu und polaren Trii^heitsmeineiiteii 

eiuer ebeufii Fläche, 

Zwischen den Trägheitsmomenten J, und J,j einer ebenen 

fläche in Bezug auf zwei zueinander rechtwinklige Achsen A'und Y 

lind dem polaren Trag bei tsmoment Jp der Fläche in Bezug auf den 

Schnittpunkt A der Achsen (Fig. 13) besteht die Benehung 

,7^ + »/ V =^ **p * 
Es ist nämlich 

J. + J,^ Jp^dF^ X^'tf F = .ru^ ^ j^')dF=Sg^dF 
Oßd Se^d F^ = J^. (VergL Fij?. 13.) 
Da ferner J^ in Bezug auf den Punkt 
A unabhängig von der gewählten Richtung 
Achsen ^V' und Y einen bestimmten 
fort hat so folgt aus Gleichung 2, dafs, 
wenn man das rechtwinklige Achsenkreuz 
y und Y um vi dreht, in jedem Augen- 
|icke die Summe der Trägheitsmomente 
und Jjf denselben Wert J,, hat 
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d) Beziehungen jEwi§eUeB den polaren TräKlieits^moineöten riner 

fWnen Fläche für ver^cliiedeiie Pule, 
Zwischen den polaren Trag hei tamomenten J^m und •/,>, ein< 
ebenen Flfieiie in Bezog auf den Schwerpunkt S nnd irgend einei 
Punkt Oj aU Pol, dessen Entfernung Ö^S fon S gleich r^ it% 
besteht die Beziehung 

Denn es ist nach Fig* 14 

^ Sr'^dF+ e^*F* + 0. weil q^ = (e + jf) ^ + ^/^ 
.r5 + ^v^ = r\ JtfF^ F und J>/iF = 0. 

Da ferner Jr^f^ jP= Z^, » so ist die Beziehung 
der Gleichung 4 erwiesen. 

Bat irgend ein anderer Punkt 0^ als Pol die 
Entfernung e-j vom Schwerpunkte S, so ist ebenso 
Jp, = Jpt + e^-'F und demnach unter Beachtung 
der Gleieiinng 4 
5) ./|., — J,>. = F(6,2 — ^^^) * 

e) Allgemeine Eigenschaften der Centrifugalmemeute einer ebenen 

Fläche. 

Das Centrifngalmoment einer jeden ebenen Flache in Be^i 
auf ein beliebiges Achaenkreuz kann zum Unterschiede von de 
Trägheitsmoment derselben positiv, negativ oder auch gleich Nui 
sein; denn im ersten und dritten Quadranten, wo alle Koordinat 
der Flächenelemente dF gleiche Vorzeichen haben, ergeben sich nm 
positive, im zweiten und yierten Quadranten, wo jene Vorzeichen 
ungleich sind, dagegen nur negative Beiträge oi-^dF zum Centri- 
fugalmonient Je nachdem die einen oder die anderen in ihr 
Summen überwiegen oder beide einander gleich sind, sich also au: 
heben, ist auch im Centrifugalmoment der ganzen Fläche positi 
negativ oder gleich Null. 

In Bezug auf ein beliebig gewähltes schief- oder recht wink 
liges Achsenkreuz wird das Centrifngalmoment einer QuerachDitta^ 
fläche im allgemeinen von Null verschieden, positiv oder negati 
sein. Durch Festhalten iler einen und allmähliche Drehung d 
anderen Achse in der Ebene des Qnerscljnitts» welche je nach 



er 
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Drehungssinn eioe Vermebrung der positiven und eine Verminderung 
der negativen Beitragssumnie oder umgekehrt im Gefolge hat, wird 
sieb stets eine Neigung beider Achgen zueinander finden laBsen, 
für welche beide Suramen einander gleich sind, das Centrifugal* 
moment also gleich Null iat Derartige Achsen nennt man 
^zugeordnete Achsen^ und, wenn sie zuföllig senkrecht aufeinander 
stehen, „Hauptachsen"*. Fällt in letzterem Falle der Koordinaten- 
Nullpunkt mit dem Schwerpunkt des Querschnitts KUsauimeD, so 
handelt es sich um SchwerpunktB-Hauptachsen, 

Denkt man sich ein beliebig angenommenes rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem unter Beihehaltyng des rechten Winkels aU mahl ich um 
seinen Anfangspunkt A gedreht» so ändert sich das CentrifugaLmoment 
stetig. Nach einer Drehung um 90® sind alle Flächenteilchen <^Faus 
dem ersten und dritten Quadranten« je nach dem Drehungssinn, in 
den zweiten und vierten bezw. vierten und zweiten Quadranten 
übergetreten; die Beitr^e .r*i/dF aller Teile zum Centrifugal» 
momentf sowie dieses selbst haben dabei ihre Vorzeichen gewechselt 
Während seiner Änderung mnfs dasselbe jedesmal beim Über- 
gange vom Positiven zum Negativen oder umgekehrt für irgend eine 
bestimmte Kichtung der Achsen auch den Wert Null annehmen. 
F&r jeden Punkt ^4 des Qoerschnittes als KoordinatenanfangB^ 
pankt gibt es also ein derartiges Hauptachsenpaar. So ist z. B. 
leicht ersichtlich, dafs, wenn eine der Achsen eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems Symmetrieachse des Querschnittes ist, die Achsen 
Hauptachsen sind, denn jedem positiven Beitrage x*jniF eines 
Flächen teilchens entspricht ein gleich 
gTöfser negativer des symmetrisch ge- 
legenen Flächenelementes. 

Es wird sich zeigen» dafs die Träg- 
heitsmomente J^ und J^ für die Haupt- 
achsen, also wenn C,^ = 0» ihre Oröfst- 
uöd Kleinstwerte annehmen. 

Zwiachen den Centrifugalmomenten 
<J,y und C,^^^ eines Querschnittes in Be7.ug 

rechtwinklige Scbwerpunkisachsen X und Y und auf zwei um 
cken f", und t^ parallel gegen dieselben verschobene Achsen 
Xi und Yi (Pig, 15), besteht die Beziehung 
^»t Vi ^ ^^ w + ^1 62 ^ • 





14 



Erster Abschnitt. Flächenmomente 2. Ordnung. 



Es ist nämlich: 

und S^ydF=-C:ry, SdF=F, sowie SydF=0 und J>.rfF=0. 

Ist eine der Achsen X und Y eine Symmetrieachse des Quer- 
schnittes, oder sind beide solche, so wird auch Cr, = und dem- 



nach 



Fig. 


16. 


— >. 


Ar 


----- 


spA 


1 l 


»/ 


;yr 


/ t^ 


/^ 


i / 



f ) Trigheits- und Centriftigalinomente in Bezug auf schiefwinkli/^e 
Koordinatenachsen. 

Im allgemeinen wollen wir zur Bezeichnung der Trägheits- und 
Centrifugalmomente 

J,==Sy^dF, 
Jy^S^^dF und 
C^.^-S^'V'dF 

in Bezug auf ein schiefwinkliges Achsenkreuz 
die Koordinaten .r und y in der Richtung der 
Achsen messen. Es kann indes unter um- 
ständen erwünscht sein, an Stelle dieser 
Koordinaten x und y die rechtwinklig zu 
den Achsen gemessenen Xr und j/r treten 
zu lassen (siehe Fig. 16). Es ist dann Xr = .r sin ß und yr = y sin ß 
und demnach 

Js, = S^r'dF= sin2/?J^^/i'^= sin2/?J„ 

Jy,^ SVr' d F = %\vC' ßSy-dF =- sin^ßJy, 

C^,^=^Syr-rrdF=sin^'ßS^r-y'dF=s\n^ßC\j,. 

Man kann also, je nachdem es im gegebenen Falle erwünscht 

ersetzen, und 



ist, leicht JT,^ durch J^-sin^^S, oder J, durch 



sin^y? 



dasselbe gilt für Jl, und J^^ sowie für ^*,y und Cx^^, Für zuge- 
ordnete Achsen ist ebensowohl C,j, als C,j,^ gleich Null. 



//. TriMflmUsmürnrntf u, h. w. ttnigtr Qmr8rhmttnft)rmen, 
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Ermittelung der Trägheits- und CentHfugatmomente 
einiger Querschnittsformen in Bezug auf ihre Schwer- 
punktsachsen, 
a) Aualytischps Verfahr«'!!. 
1. Das Rechteck. (Fig. 17.) 
Das Tragbeitsmoment in Bezug auf eine den Seiten h parallele 
Schwerpunktsachse A' berechnet sich wie folgt: 

Ein unendticfa kleiner Flächenstreifen «f/* 
parallel der ^'-Achse und im Abstände «/ 
Ton derselben liefert einen Beitrag zum Träg- 
omeni J, 
(f 7, = dF- i/- = b- dy ■ ,y- . 
Durch Integration zwischen den Grenzen 

folgt 



Fig n 






M 



ai 



♦JC 



/^+- 



J. 



h-lt* Ffi^ 



rfv-v'=-nr = 



12 



12 



reDD F den Inhalt der Querschnittsfläche bezeichnet. 
In gleicher Weise ergibt sieb för die F- Achse 



2J 



J^ = h 






ä,r = 



h-h^ Fb'^ 



12 



12 



Das polare TrDgheitsmoment Jp ist nach Ic. 

Das Ceti tri fug almoment ist, da die Fläch© in Bezug auf die 
Lebien symraetriach kt, gleicb Null 

2, Das X- ^nd D-Profil, (t^ 18 u. 18a.) 
Siebt man die Flüchen als Unterschiede der vollen Hecbtecke 
j^oo der Oreite h und der Höbe /* und den Querschnittsflächen der 
lob I räume an, so ergibt sich in Bezug auf die A-Acbse für beide 

ticht: 



Js 



12 
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Ertier Abschnitt. Fläehenmometüe 2. Orthmmg. 



5) 



In Bezag auf die F- Achse ist ffir das []-I^ofil ebenso 



J,= 



12 



Denkt man sich das X~P^<>fi^ ^^ ^rei 
Rechtecke zerlegt, so ergibt sich für die 
F- Achsen 



Flg. 18 XL 18a. 



5a) Jp 



12 




Das polare Trägheitsmoment ist wie ^ 
oben 

Jp ^ Jx 1 «/y 

Das Centrifhgalmoment ist f&r beide Flächen gleich Null. 

3. Eine beliebige zweiteilige Fläche. (Fig. 19.) 

Die Schwerpunkte Äj und S^, die Flächeninhalte JF\ und Fo 
und die Trägheitsmomente J^^ , Jy, , J^ und Jy, in Bezug auf die 
wagerechten und senkrechten Schwerpunkts- 
achsen der Einzelflächen mögen hier als 
bekannt vorausgesetzt werden. 

Für die Lage des Schwerpunktes S der 
Gesamtfläche ergibt sich bei den aus Fig. 19 
ersichtlichen Bezeichnungen 



6) 



OCt = • 







worin <v und y, der wagerechte und senkrechte Abstand der Schwer- 
punkte der Einzelfiächen als bekannt anzusehen sind. 

Der Beitrag der Fläche Fi zum Trägheitsmoment «/« ist dann 
nach Ib. Gleichung 1 gleich Jxi + Fi^i/i^ und ebenso derjenigen 
von F2 gleich Ji, + Fc^-y^ und demnach 

7) Jz = J., + J.^ + ^l3/l^ + J^23/2' 

und in gleicher Weise ergibt sich 

8) Jy = Jy, + Jy, + F^X,"^ + i^2'^2^- 

Da X und F Schwerpunktsachsen sind, so ist ferner 



//. Trägheitsmomente ti, *. hu fimgtr Qt(efschnltt»f/rmen, 
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und die OleichuDgen 7 und 8 lassen sich s(!lireiben; 

9) J' = ^*, + ^^t + ^^1 ifi im + .Va) 

10) J^ = J^, + ^^, + Fl .r, Cr, -h .ra). 

Ersetzt man endlich ^r, +^3 durch /r und i/i -i- 1/2 durch 1/, 
io folgt unter Beachtung der Gleich ting 6 

j-j +j I J'i-pjy' 



11) 

m 



F^K^a^ 



Dis Centrifugalmoment berechnet sich unter Beachtung ?an I e 
Seite 13 zu 

Cy = O^y, +€^y^+ Fy'.Ti p^ + Ja^2 1/3 - 

Ersetzt mau wieder X2 - F^ durch .r^ • Ff und y, + 3/2 durch y > 
80 folgt unter Beachtung der Qteichung 6 

F^F^ity 



13) 



^*j — ^jFi jfi Hr ^*iyj ~r 



Die Gleichungen 11 bis 13 ermöglichen in bequemer Weise 
die Berechnung der Trägheitsmomente und des Centrifugalmomentes 
Ifi Bezug auf die Schwerpunktochsen X und ¥ einer zweiteiligen 
Fliehe, ohne dafs die Lage des Schwerpunktes derselben selbst 
bekannt ist 

4 Das L- Profil (Fig. 20.) 
lö ihrer Anwendung auf das L- Profil gestalten sich die 
Gleichungen 11 bis 13 wie folgt: 

...... (i±i)' 



,U; .. = 'Ji^' + 



bh + i^i A| 



bh* bi hl 



Da C^yj and fV,^^ wegen der Symmetrie 
der Einzelflächen gleich Nall aind, so ist ferner 




13aj 



C<^ — ^ 



'*-'.v{''^)('-ii) 



•^ 



bh + byh^ 



Kie^. Mlliniiil4U]*lire. 
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Erster Abschnitt. Flächenmomente 2. Ordnung, 



Ist ein Schenkel des Profils, wie in Fig. 19 in punktierten 
Linien angedeutet, durch ein Loch geschwächt, so ist dafür in 
Abzug zu bringen: 

a) bei der Berechnung von J:^ 



12 



+ ^rf\V2*-» 



und 



b) bei der Berechnung von J^ 

-^ + hdxo^' 

c) bei den Berechnungen von Cjy 

Über das Vorzeichen von C,y für einen zweiteiligen Querschnitt 
entscheidet die Lage der Einzelschwerpunkte^ S*) und 82^ Sie können, 
wie leicht ersichtlich, nur im ersten und dritten, oder im zweiten 
und vierten Quadranten liegen. Im ersten Falle sind die Koordinaten 
oTi u. y^ und x^ u. y^ im Vorzeichnen gleichstimmig, ihre Produkte 
positiv und daher auch Cjcy > 0, während im zweiten Falle aus 
den entgegengesetzten Ursachen C,y < ist. Bei der in Fig. 19 
gezeichneten Lage ist sowohl x^-y^Fi als cc^y^F^ negativ und daher 
auch C,y < 0. 

5. Das T-Profil. (Fig. 21) 
Die Profilfläche sei in Bezug auf die Schwerpunktsachse Y 
symmetrisch. Für die Trägheitsmomente J^ und J^ 
ergibt sich nach den Gleichungen 11 und 12 Seite 17, 
wenn man x gleich Null setzt, 

(h ^- h.y- 



Fig. 21. 



14) 



15) 



j^^ül^Ahl^ 



hh'h^ hy 



m' 



Jy = 



12 
12 



hh + hyh^ 




und für das Centrifugalmoment 
0,^ = 0. 

6. Das unregelmäfsige "L-Profil. (Fig. 22.) 
In folgendem möge bezeichnen: S den Schwerpunkt der ganzen 
Profilfläche, 5^, S.2 und S-^ diejenigen der einzelnen Rechtecke, d?iy„ 
x^y^ und x^y^ die Koordinaten derselben in Bezug auf ein au 



IL Trägheitsmomente u.s.w. einiger Quer Schnitts formen. 
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den Seiten der Fläche paralleles Achsenkreuz XY, dessen Nullpunkt 
in S liegt. Nach der Lehre vom Schwerpunkt ergibt sich dann 



16) 
17) 



0^2 = 



M,(^)->.>.C-^) 

hl hl + ^2 ^ + ^3 ^3 



^2 biki + b^h^ + h^ + h^ 

Damit ist die Lage des Schwerpunktes S bekannt 

Fig. 22. 
r 



i- 



ifts^&y 



-i 









h, Sj 



Irf 



(i.— 



•■"5" 



-*X 



rilj 



Unter Beachtung der Aasführungen auf Seite 11 folgt nun 
^ÄiS + tjV + fraV 



18) J.= 



12 



+ f>ihiyi^ + bi h^y<i^ + b^ h^y^^. 



19) j^ = Ö±Ä±i:2!*3+t,Ä.^,^ + t,A2^,' + 63Ä3^3». 



2* 
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Die CeDtrifügalmomente der Einzelflächen in Bezog auf ihre 
eigenen wagerechten und senkrechten Schwerponktsachsen sind je 
gleich Null. Das Centrifugalmoment der Gesamtfläche ist daher 
nach den AusfÜhmngen auf Seite 13 

20) C!»y = ^i'\'^\'y\ + h^h^X^y^ +^3*3^3^3- 

In den Gleichungen 18—20 sind x^^ und y^ ans Gleichung 16 
und 17 bekannt und nach der Figur ist 

xi = — y — 2 X2j a?3 = y — 2 h ^2 j » 

Da die Eoordinatenpaare Xi und y^ , x^ und y^ « ^3 und ^3 
nach der Fig. 22 je gleichsinnige Vorzeichen haben, so ist C^ positiv. 

7. Zusammengesetztes Profil eines Blechbalkens. (Fig. 23.) 

Für den schraffierten Teil der Fläche ergibt sich zunächst das 
Trägheitsmoment in Bezug auf die A"- Achse 

Durch Hinzutritt der nicht schraffierten Kopf- 
platte yergröfsert sich das Trägheitsmoment zu 

22, ^_^. + 2.tzM:£l + „...(«s+i)', 

wenn Ft die Querschnittsfläche der Eopfplatte und 
s deren Stärke bezeichnet. Setzt man im zweiten 
Gliedenoch (&— 2 rf)«= J*und hQ+2s=h, so folgt 

23) J=Jo + Y-{^o'h + js^). 

In den meisten Fällen kann man ohne merklichen Fehler das 
zweite Glied in der Klammer als verschwindend klein gegen das 
erste vernachlässigen, so dafs dann wird 

24) J^J.+ Fu^. 

Das Trägheitsmoment in Bezug auf die F- Achse J, hat f&r 
diesen Querschnitt kein Interesse. Das Centrifugalmoment C«y ist 
gleich Null, da der Querschnitt symmetrisch ist 



Fig. 23. 


9 


Jdi'. 


1 


iL"!!..!' 





//. Trägheit mtiomtnU u, s. u\ tinigei' Quttrschnitiafarmen. 
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a Das Dreieck, (Fig. 24) 
Ea sollen die Trägheitsmomente J^^ and J^^ (vergL S» 14 u* i) 
in Bezug auf ein im allgemeinen schiefwinkliges Achsenkreuz bezogen 



Fig, U. 



werden, dessen Nullpunkt mit dem 
Schwerpunkte des Dreiecks, dessen 
A"- Achse mit der zur Grundlinie 
AB parallelen Schwerlinie, und 
dessen F- Achse mit der die ^^1^ 
hal bierenden Seh w erl i ni e zusam m en- 
Mlt. Die Koordinaten der Fläcben- 
elemente sollen hier zunächst recht- 
winklig Ton den Achsen angenom- 
men werden. 

In Bezug auf eine durch die Spitze C parallel zur Grundlinio 
gedachte Achse l-l ist 




25a) 



j.-suw^{^l. 



rt.j„. «. = _ = ___ 



•Ä» 



26) 



Ju = 



6 •• 



48 
a'Ann'a 



und daher 



ist. 



24 48 

FOr Koordinaten parallel den Achsen wird nach S. 14 unter (, 

^ Jr^ ^ F-h'' ^ Fl^ 

' sin 2« iH.gin*« 18 ' 



^.= 



sm^a 



24 ' 



^i 



und nach (b Gleichung 1: 

25) ^,^=./._(_.Äj.f=-fg- = -g^ 

Das Trägheitsmoment J9 in Bezug auf die OrandUnie ist 

Für die Ermittelung von J^^ beachten wir, dafa die Schwer- 
Ifnie €D des Dreiecks zugleich Grundlinie der Dreiecke ACD 
und BCD ist und dafs nach Gleichung 25b das Trägheitsmoment 
jed^ der beiden Dreiecke in Bezug auf CD 

j |.(|.sin«)« 
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Erster Abschnitt, Flächenmomente 2. Ordnung. 



27) 



Das Centrifagalmoment in Bezog auf die gewählten Achsen ist 
gleich Null, da jedem positiven Beitrage x-ydF ein gleich grolser 
negativer entspricht; die Achsen sind also einander zugeordnete. 

9. Kreisfläche and Ereisring. (Fig. 25.) 
Für die Kreisfläche sind die Trägheitsmomente J in Bezog auf 
alle Durchmesser einander gleich. Es ist also J« » J^=^ J and nach 
S. 11 Ic (Gl. 3) das polare Trägheitsmoment Jp = J,+ Jy=2J, also 

•^ 2 • 
Jp berechnet sich wie folgt: 

Der Beitrag eines konzentrischen Ringes vom Badias q und 
der Dicke dQ ist, 

dJp=-dF'e^={2Q'7r'dQ)'e^=2n'Q^de, 
woraus sich durch Integration zwischen der Grenze ^ := und 
Q = B ergibt Fig. 25. 

und nach Gleichung 27 



29) 



Jp_7r 




Für den Kreisring mit dem äufseren Radius B und dem 
inneren Radius r wird 



30) 
31) 






Das Centrifugalmoment ist fQr beide Querschnittsformen gleich Null. 

b) Graphisches Verfahren. 

1. Verfahren von Culmann. 
Die ebene Fläche, deren Trägheitsmoment zu bestimmen ist, sei 
beliebig begrenzt, symmetrisch oder unsymmetrisch. Die Richtung 
der Schwerpunktsachse, auf welche das Trägheitsmoment bezogen 
werden soll, sei t/y (Fig. 26). Wir zerlegen die Fläche durch 
Parallelen zu r/y in Streifen von solcher Breite, dafs sie mit hin- 
reichender Genauigkeit als Trapeze betrachtet werden können. Die 
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Flächeninhalte /iFi, AFo n. s. w. derselben werden in Rechtecke 
von gleicher Grundlinie b verwandelt Dann sind die zugehörigen 
Höhen z^, ^2, z^ u. s. w. den Flächenteilen verhältnisgleich und 
man kann diese durch jene ausdrücken. Sieht man die Flächenteile 
/iFu AT<i u. 8. w. als durch die Strecken ^p z^ u. s. w. dargestellte, 

Fig. 26. 




in den Schwerlinien, oder (meist auch genau genug) in den Mittel- 
linien der Flächenteile wirkende Kräfte an, zeichnet das Krafteck 
(1-2... 7) und mit einem beliebigen Pol das Seileck ^JBC1>-Eö, 
80 ergibt sich in der durch den Schnittpunkt L der äufseren Seil- 
ecksseiten / und VII gehenden Parallelen ss zur yy zunächst die 
Schwerpanktsachse fQr das gesuchte Trägheitsmoment 
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Bei den aas der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist nnn 
ij J= AF^ .^i« 4. /J jPj ..ra^ + . . ., 

oder, da AF^^b - r^ AF2 = t • -?2 ^-^^ ^' ^^^ 

2) •/ = 6 (c, .^i2 4. ^2 .^^2 + . . .j. 

Die Produkte Ti-a^i u.s. w. können als statische Momente angesehen 
werden und nach den bekannten Regeln über die zeichnerische Er- 
mittelung statischer Momente kann man rj-^p ^2*0^2 n.s. w. gleich- 
setzen den Produkten aus der Polweite a and den Strecken 1,-2,, 
2,-3, u. s. w., welche die entsprechenden Seilecksseiten auf der 
Momentenachse ss abschneiden. Es ist also rj-ori » a-l,-2M 
Z2«r2 = a*2,-3, u.s.w., und damit schreibt sich Oleichang 2 

3) J=a'b (1,-2, • xi + 2,-3, • ^2 "^ • • •)• 

Sieht man nan weiterhin die Strecken 1,-2,, 2,-3, a.s.w. 
unter Beachtung ihres Bichtungssinnes (z. B. 1,-2, aufwärts, 5,-6, 
abwärts gerichtet) als in den Mittellinien der Flächenteile wirkende 
Eräft«, den Streckenzug 1,-2,-3,-4,-5,-6,-7, als Erafteck an and zeichnet 
mit der Polweite «j das zugehörige zweite Seileck A'B'C'jyE'O^ 
so wird wie oben l,-2,-a:i = l„-2„-ai, 2,-3,«a?2 = 2„-3„'ai a. s. w. 
und demnach unter Beachtung der Gleichung 3 

4) J= a- Oi'b (l„-2„ + 2„-3„ . . .) = a • aj • 6 • Wj . 

Hat man, wie zu empfehlen, den Pol so gewählt, daß die 
äufseren Polstrahlen / und VII je unter 45® zur 1-7 gerichtet 

sind, also a = — — ^| — -— = -^ und der Inhalt des gegeboien 

Querschnittes F=b{zi + ^2+ . . .) == 2-a6 ist, so nimmt Gleichung 4 
die Form an 

5) j=F-^nnii^ = ^ = ^. 

Das Trägheitsmoment J ist also gleich dem Inhalte eines aas 
der Polweite a^ und der Strecke ui gebildeten Dreiecks, multipliziert 
mit der Querschnittsfläche F. 

2. Verfahren von Mohr. 

Dieses Verfahren ermöglicht die Ermittelung des Trägheits- 
momentes ohne Zeichnung eines zweiten Seilecks. 

In Gleichung 3 drücken nämlich die Glieder in der Elammer 
1,-2, -0*1, 2,-3, •«r2 u. s. w. die doppelten Flächeninhalte der 
Dreiecke 1,^2,, 2,B3, u.s.w. bis 6,G7, aus. Diese erftQIoi in 



II, TrfMffhcitmiomtnU u. s. fir, einujct* QacrschnitUformmi. 
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ihrer Gesamtheit die ganze Seilecksfläcbe ABCDEGL, 
wir den Inhalt derselben mit F^ , so ist 

1-2. ^ a^, + 2-3r^^ + ...^2*Fi 
and oach Gleichung 3 
6) J=ab'2F,, 



Bezeichnen 



oder, da wieder a = 
7) 



also 



■.-? 



2 
J^F^F, und P-JV 

Das Ergebnis beider Verfahren ist um so genauer, je enger die 
Parallelteilung» je schmäler die Teile äF gemacht wurden. Für 
unendlich schmale Teile geht ^F in dF und das Seileck in eine 
Seillinte Über» welche die Seiten eines för endliche Teilung ge- 
zeichneten Seilecks ABCDEG tangiert und zwar die aufseren 
Seiten / und VII in // und K. Die von den änfseren Seilecks- 
seiten und der Seillinie eingeschlossene FWche möge als Seillinien- 
dreieck bezeichnet werden. Für die genaue Bestimmung des Träg- 
heitsmomentes nach Mohr ist die Fläche F^ dieses Seilliniendreiecks 
tnafsgebend> Ist für eine angemessene endliche Teilung der gegebenen 
Qnerscbnitts&äcbe zunächst das 
Seileck tind sodann die dessen ^^' ^^' 

Seiten berahrende Seillinie ge- 
zeichnet, so kann Fy entweder 
mittelst eines Polarplanimeters, 
oder nach Simpson *s Regel, oder 
endlich durch Verwandlung in 
eio inhaltsgleiches Dreieck be- 
ttimmt werden. 

Beispielweise ist für ein 
Becbteck (Fig. 27) die Seillinie 
eine Parabel und das Seillinien- 
dreieck ABÜD als Parabel- 
dreieck gleich einem Drittel des Dreiecks ABC 





2B 
flbereinstimmend mit Gleichung 1 Seite 15» 

Macht man BE^l-BC, so ist Fl/\ABE^F^. 
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Ist die gegebene Qaerschnittäfläche zwar kein Rechteck, aber 
in ihrer Höhe wenig veränderlich, so kann die nach Ma&gabe der 
Fig. 24 gezeichnete Seillinie dennoch annähernd als Parabel, das 
Seilliniendreieck als Parabeldreieck angesehen und F^ dementsprechend 
ermittelt werden. 

3. Trägheits- and Centrifugalmoment eines onregel- 
mäfsigen "L- Profils. (Fig. 28.) 

Besonders häufig sind die Fälle, wo die gegebene Qaerschnittä- 
fläche als aus einzelnen Rechtecken bestehend angesehen werden kann. 

Die Fläche (Fig. 28) kann man entweder als aas den drei 
Rechlecken JLMP, yPQR und BTVW (wagerechte Teilung), 
oder aus KLMN, JKTU und Qmr (senkrechte Teilung) bestehend 
ansehen. Die Höhen z^ . z^ und z.^ der auf die gleiche Grandlinie h 
zuröckgeführten erstgenannten Rechtecke sind als Kräfte in der Linie 
1-4, die bezüglichen Höhen r/, z^ und ^3' der letztgenannten in 
der Linie 1-4' zu einem Erafteck zusammenzutragen und zu jenen 
das Seileck ABC, zu diesen das Seileck A'B'C zu zeichnen. 

Dem Rechteck JLMP entspricht dann eine die Seiten / 
und // des Seilecks ABC in E und F berührende Parabel als 
Seillinie; ebenso entsprechen den Rechtecken XPQR und RTVW 
die die Seilecksseiten // und III in F und ö, bezw. III und IV 
in G und II berührenden Parabeln. 

Die aus den drei Parabelabschnitten FF, FG und ÖJ^ be- 
stehende Kurve EFGII ist somit die aus der wagerechten Teilung 
der Gesamtquerschnittsfläche sich ergebende Seillinie und EFGHD 
das zugehörige Seilliniendreieck. Die senkrechte Teilung der Qaer- 
schnittsfläche führt ebenso zu der aus den Parabelabschnitten E' F\ 
F'G' und G'ir bestehenden Seillinie und zu dem Seilliniendreieck 
EFCt1VI)\ Wir ersetzen jetzt die Parabeldreiecke EAF, FBG 
und GCII, bezw. E'A'F'. F'irG' und GCH' durch die inhalts- 
gleichen Dreiecke AU«, SdBG und GC^, bezw. i;'^'»', JB'ÄV.r 

und G'C'^\ in denen ?l^ = 4,-, 937i = ~- und C§ = ^-, 

bezw. ^'a' = ii^, ^•B=±-^ und 6"^'=-^^ gemacht 
ist. Es sind dann die Vielecke £«18G$/> bezw. E'^'^'G'^'jy 



I 
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laltsgleich den Seilliniendreiecken EFGHD bezw. E'F'G'H'D\ 
jrwandelt man in bekannter Weise das Vieleck E%^G^D in 

Fig. 28. 




dM inhaltegleiche Dreieck EDD^^ and das Vieleck E^V'Sd'G'^'I 
In das \km6kE'iyDi\ so erhält man in den leicht zu ermittelnd 
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Flächeninhalten beider Dreiecke zugleich die Flftchen F^ bezw. J, 
der Seilliniendreiecke EFGHD und B'F&H'D\ 
Damit ist 

8) J, = F'F^ («^ = -^1) nnd 

9) Jy=-FFy {ly^^'F^') gefonden. 

Das Centrifagalmoment C^^ des ganzen Qaerschnitts setzt 
sich zusammen aus den Beiträgen x^-yiFi^ ^2'!/2'^^ ^o^ ^3*^3*^3 
der Teilflächen. 

Es ist daher 

10) Cr,, = j^j . jTj . Vi + J'j .i'^ya + ^3 ^^y^ . 
oder Fi^bzi, F^^^^hz^, F'^ = hZ'^ gesetzt, 

11) Cry = h (ci x^ 2n + h ^2^2 + h^zVzi' 

Wird die A'- Achse nach rechts und die F-Adise nach oben 
positiv angenommen, so sind .r^ und y^ negativ, x^^yi also positiv, 
und ebenso weisen die Koordinaten der Punkte S^ und &, gleich- 
stimmige Vorzeichen auf. Die Glieder in der Klammer der Gl. 11 
sind daher alle positiv und somit ist auch C»^ selbst positiv. 

Ersetzt man die statischen Momente z^-y^, ^-^2 ^^^^ ^z'Vz 
(vergl. S. 24) durch die Produkte a-1,-2,, a-2,-3, und a-3,-4M 
so folgt 

12) C,y=-b'a'(\r2rx^^' 2,-3, • x^ + 3,-4, • 0-3)- 

Sieht man jetzt die Strecken 1,-2,, 2,-3, und 3,-4, als in den 
Schwerpunkten S^, S^ und S-^ senkrecht wirkende Kräfte an 
und zeichnet vermittelst des Poles O2 und der Polweite ax das 
Seileck ^IjÄ^^a» dessen Seiten J„, 11,,, Hin und IV „ die JC- Achse 
in 1„, 2„, 3„ und 4„ schneiden, so ist wieder das Moment 
1,-2, . ^1 = ai • l„-2„ , 2,-3, • A-2 = 2„-3„ • «i und 3,-4, . j?3 = a, • 3„-4„ 
und nach Gleichung 12 

13) Cry = ft . a . «1 (l„-2„ + 2„-3„ + 3„-4„). 

Im Seileck A2B2C2 sind die Seiten Ji, II^ u. s. w. senkrecht 
zu den Polstrahlen 02-1,, O2-21 u. s. w. gezogen, um ein noch- 
maliges Zeichnen des Krafteckes 02-1,-4, in einer um 90® ge- 
drehten Lage zu vermeiden.'*') 

Setzt man noch l„-2„ + 2„-3„ + 3„-4„ = l„-4„ «= u^ , so 
ist auch 

14) Cgp = ^ • a • «i • «1 . 

*) VergL Keck, Mechanik I, Dritte Aafl., Seite 161. 
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Sieht man endlich die Strecken a^ and u^ als Orundlinie and 



Hohe eines Dreiecks an, dessen Flächeninhalt F,y 



^ *^'' ' ist and 







beachtet, dafs b'a = b* 



= -^, so folgt nach Ein- 



2 2 

setzoDg dieser Werte in Ol. 14 
15) a, = F'F,,. 

In dieser Form erscheint also auch das Centrifagalmoment als 
Produkt zweier Flftchen, der Querschnittsfläche F und Dreiecks- 
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Sind die Rechtecke KLMN und QU VW einander völlig 
gleich, so tritt an Stelle des unregelmftfsigen "L- Profils (Pig.28) 
ein regelmäfsiges (Fig. 29) und der Schwerpunkt der Gesamt- 
fläche ßllt mit den Schwerpunkten S.^ bezw. ^' auf der JiT- Achse 
in S zusammen. Das Seileck ABC wird in Bezug auf die ^-Adise 
und A'B'C in Bezug auf die F- Achse symmetrisch nnd zur Ei^ 
mittelung von F^ und J^^, bezw. Jj, und J^ in der oben erläuterten 
Weise braucht man daher von beiden je nur die eine Hälfte za 
zeichnen (vergl. Fig. 29). Die Flächen Fjc und F^ der Seillinien- 
dreiecke erscheinen in die doppelten Dreiecke A^D und CiBiDi, 
bezw. in die Rechtecke ^FFD und BiE^F^Di verwandelt 

Die Hälfte eines dieser Seilecke, z. B. ABC, genflgt dann aueh 
ohne weiteres zur Ermittelung des Centrifugalmomentes. Der Beitrag 
des Bechteckes XOQR zu demselben ist gleich Null and der Beitrag 
jedes der Rechtecke LMOP und RTV^^\ wenn F^ ihren Flächen- 
inhalt bezeichnet, gleich i'V'^i'^i* Demnach ist 
10) C,, = 2F'X,'y,. 

Bezüglich des Vorzeichens vergl. die Bemerkungen auf Seite 28. 

Mit F^ = h'Z^ schreibt sich Gleichung 16 

17) C,, = 2bzyv,y,. 

Das statische Moment z^-y^ ist wieder gleich a^u nnd daher 

18) C^y = 26 • (I • // -cr^ = F' F^y, 

worin F=2ab den Inhalt der Querschnittsfiäche und Fjf^=U'Xi 
den Inhalt eines aus dem Abschnitt u und der wagerechten Ent- 
fernung j*i der Schwerpunkte aSj und S^ bezw. S und S^ gebildeten 
Rechtecks bezeichnet. 



III. Abhängigkeit der Trägheits- und Centrifugalmomente 
von der Lage und Richtung der Achsen. 

a) Beziehung zwischen den Trägheitsmomenten für parallele Achaen. 

Wie unter Ib bereits nachgewiesen, besteht zwischen den Träg- 
heitsmomenten J, und Jr eines ebenen Querschnitts für eine durch 
seinen Schwerpunkt gehende Achse s-s und eine im Abstände x 
davon verlaufende parallele Achse or-x (Fig. 30) die Beziehung - 

1) Jm = Js + ^-i''. 
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Ersetzen wir /, durch v*F und J, durch ir-F und teilen 
durch I\ BQ folgt 

2) ^/-f,^ + .^^ 



Fig, 3Ö, 
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worin i, als Tragheltsbalbmesser 
in Be/Jig auf eine ibrer Hiebt ung 
und Lage nach festliegende Seh wer- 
punlttsachse als konstante, iV,TrHg- 
lieitjihalbmesser ffir dio Achse w-ic, 
als von dem Abstände ^^ beider 
Achsen abhangige veränderliche 
Or^fse anzusehen ist. Das in GL 2 
ansgedrückte Geaetx dieser Ab- 
häogigkeit zwischen i^ und j* wird 
geometrisch durch eine gleich- 
seitige Hyperbel ausgedrückt; J, 

stellt die reelle Achse derselben, iV und .r stellen die Koordinaten 
der Hyperbel punkte dan 

b) Abhängigkeit des TräglieitsDiomentes von der Richtung der Achse. 

Denken wir uns das TrägheitHmooient eines ebenen Quergcbnitts 
aof eine bc^liebige Achse A P bezogen und diese um irgend einen 
ihrer Punkte, z. B, A, innerhalb der Querschnittsebene allmählich 
gedreht, so ändert sich das- 
selbe stetig, um zu dem 
Gesetze dieser Änderung zu 
gelangen, beziehen wir die 
Flache und die ihrer Kich- 
tung nach veränderliche Achse 
.1 i* auf ein in der Quer- 
sebnittsebene festliegendes 
rechtwinkliges Achsenkreuz 
XY (Fig. 6\\, setzen die 

rügbeitsmomente J^ und /^, 

wi® das Centrifngalmoment 
t!,^ in Bezug auf dasselbe 
ak bekannt vorans und be- 
zeichnen den veränderlichen WinkeL den AP mit der JT- Achse 
einschliefst» mit ^. 
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Bei den auä der Figur emchtliehen Beimknungtü ist daat), 
das Trägheitsraoroent in Bezug auf A P 

J ^ fu'* d F, un d da t4 ^ p ■ cos qe — .w iin « , Eueh 

^ = Sil/ C03 a — ,r8in 5t)^ */F=^ cos-' a jV^t^ F + sin- a | .t^<IF 

— 2 sin a • cos aJ^*t/*dF. 
Nun Ut aber Ji/hlF^J,, JV'c/F-=J^. S-r-j^äF^C,^ 
und 2 sin a cos a ^ sin 2 oe , daher 
1) J— cm^a-J^ + giR^aJjf — nm2aC^,f, 

Diese Gleichung stellt das G^etz der Abhängigkeit ded Trag» 
beitsmomentes J von dem Richtnngswinkel u der Achse ji/' dar. 

Ist in GLeichuBg i aursar J^ utiil Jy füt ein^ti b^utimmteu ,^ s ftiurh J 
bekiunt« so kann sie auch ictr BarechiiQag ron C!r^ henytxt w^rdeiu Für 
aszs45^ wird bebpblawejfie 

J^ + Jsf 



G,-^ 



^"A... 



1« 



Das in A rechtwinklige Achsenkreuz A'F ist in beliebigste 
Richtung angenommen. Denken wir uns dasselbe in der RichtungJ 
der Hauptachsen / und //, fUr welche C^^ = ist (vergl S» 13J( 
bezeichnen die Trägheitsmomente in Bezug auf diese roit J^ und JJ 
und setzen in Gleichung! J^ = J^, J^^Jj, C^^ = 0» so folgi 
2) J= cos^ fit - Jj + aiu ^ Qt * tJj . 

Ersetzt man nun in Gleichung 2 einmal cos^a durch 1 — m^i 
und ein anderes mal sin^a durch 1 — cos^a, so entsteht 
2 a] J^J^— (J^ — /g) sin=^ a , 

2 b) / = J. + (/l — /i) cos^a . 

Für a = wird J'= J, und für a = IK}** /--Ja- Sind 
BeEoichnungen Jj und J^ so gewählt, dafs J, >^»/3, so folgt fivrn« 
für alle Winkel a zwischen und 90^ aus den Gleichungen 2» und 2l 

Jir>/> Ja- 

Jj stellt daher den Gröfstwert und Jj den Kleinstwert 
Trägheitsmomente J dar für Achsen, die durch den Punkt .1 
Diese auf die Hauptachsen / und // bezogenen Trägbeit»moraeot 
Ji und J^ nennt man daher Hauptträgheitsmoraen te. 

Ist der Querschnitt in Bezug auf irgend eine durch A gehen^fl 
Achse symmetrisch, so ist diese nach Seite 13 eine der Hanptachsil^| 
und die dazu winkelrechte die andere. In diesem Falle kann 
man also die Hauptachsen meist leicht erkennen. Liegt eine sol 
Symmctrio nicht vor, so ermittelt man die Hauptachsen, indem 
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mit Hilfe der Gleichung l diejenigen Werte des Winkels a bestiminU 
fllr welche J seinen Gröföt- und Kleinstwert annimmt. 

Die Differentiation der Gleichung 1 von J nach a ergibt 

iL 

da 



3) —f^ ^ — sin 2 a {J^--J^) — 2 cos 2 a C,^ , 



d'^J 



Die Nulketzung der ersten Abgeleiteten führt zu 
5) tg2a= ^^i«^ 



tfj, J^ 

und die Einsetzung dieses Wertes in Gleichung 4 zu 

Die Bezeichnung der Koordinatenachsen sei so gewählt, dafs 
Js^J^; dann ist das Vorzeichen der zweiten Abgeleiteten nur von 
e0d2<K abhängig and zwar mit —cos 2a übereinstimmend. 

Der Gleichung 5 genügen zwei Winkel 2 a, welche um 180^ 
hezw. 2wei Winkel a, welche um 90** Toneinander abweichen. Für 
einen derselben erreicht J seinen Gröfstwert J^ und für den andern 
seinen Kleinstwert J^* Welchem Winkel der erstere und welchem 
der letztere Wert entspricht, läfst sich meist ohne weiteres erkennen, 
nötigenfalls aber auch mit Hilfe der Gleichung 4 a feststellen* 

Sind danach für einen gegebenen Querschnitt in Bezug auf ein 
gttignetes rechtwinkliges Achsenkreuz die Werte /,, J^ und C,^ 
berechnet, so gelangt man zu den Hauptträgheitssmomenten J^ und J^ 
wie folgt: 

Nach Gleichung 2 ist für die A'- Achse eines unter einem 2^ a 
g^en die Hauptachsen geneigten Koordinatensystem es 

J^ == cos-ot - /i + sin^ a J^ , 
und für die F- Achse, wenn man i mit a+ 90^ vertauscht 

Jy — sin^ ^ J[ + cos^ a J^ • 
Dorcli Addition und Sabtraktion beider Gleichungen erhält man 
J^ + Jj, = Ji + t/^ (vergl Seite 11) 
und J^ — /^ = cos 2 ot ( J| — JgJ , woraus sich ergibt 



0) 



J JdT + Jff , ^i~~ g^ 

'~ 2 "^ 2 cos 2 a 



J,= 



2 2 COS 2 « 



£«rlt Elaitl«fl4ti]«lire, 
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1 



Ist der Winkel a aus Gleichung 5 bereits bestimmt, so lass« 
sieb Jj und J^ aus den Gleichungen 6 leicht berechnen, um /j 
und J2 direkt aus e7!r, Jy und C^y zu erhalten, beachten wir, dals 
nach den Begeln der Goniometrie und nach Gleichung 5 



1 



.=yi+tg-^2a=]/ 



cos 2 a 

und setzen diesen Wert in Gleichung 6 ein 



Dann wird 



7) 



J^ = ^\ 

i 2 



fj. - J, 



r^)' 



Trägheitsellipso, Centralellipse. 
Die hier behandelte in den Gleichungen 1 und 2 analytisch 
ausgedrückte Abhängigkeit des Trägheitsmomentes eines beliebigen 
Querschnittes von der Kichtung der Achse, auf die es bezogen ist, 



läfst sich geometrisch wie folgt 
darstellen : 

Wir setzen in Gleichung 2 
nach S. 10 J=i-F, J^^a^F 
und J2 = b'-'F, worin /, a und b 
die Trägheitshalbmesser der Quer- 
schnittsfläche in Bezug auf die 
Achsen AP. J und 7/ (Fig. 32) 
und F den Inhalt der Fläche be- 
zeichnen, und dividieren beiderseits 
durch F; dann erhalten wir für 
den mit a veränderlichen Trägheits- 
halbmesser 



Fig 32 



«) 



;2 = r/2cos-a -h 6sin-a. 
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Tragen wir jetzt den der Achse A P entsprechenden Trftgheits- 
halbmesser i in A senkrecht zu AP auf, sodafs LA^=i wird, 
ziehen durch L die Gerade MX \\ AP und bezeichnen die Abschnitte 

NA und MA mit 0, bezw. o, so ist - =cosa und — = 8ina. 

*1 P 

Diese Werte für cos a und sin a in Gleichung 8 eingef&hrt und 
beiderseits mit /- dividiert, entsteht 



9) 






Ol o • 

r p- 
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Dies ist die Gleichung der Ellipse in Linien -Koordinaten» 
4i. h, die obige Beziehung zwischen den mit üt veränderlichen Ab- 
schnitten p and q und den Festlängen a und b bedingen ein System 
TOD Geraden Ji.V, welche sämtlich Tangenten an eine Ellipse mit 
pn Halbachsen a und b sind, diese EUipse alno ura bullen. 

Zum Bew«Ue bringen wir in der Gldclinng der Ellipse — -j- ^ = 1 die 

[tftten X Xinä y «Ines belleblgeQ EUipseoptinktes K in BeziehuQg^ mit den 
EitteD p and q^ wekh« die T&n^ente in K anf den KoordiBatenacliseii 

echneidet, Ans der Gleichung der Tangente im Punkte K, -r^ + ^^ = 1 

it ^) und i/| als l&njende Koordinaten der Tangenten punkte ergibt fleh f&r 

[3= 0, Ä, ^p ^ — nnd für Xi^Q, »/, ^ <j = — , ako a; = — und y = — , 
:c y p g 

!t Einfnhrnng dieser Werte für ^ und ^ in die EUipäengUlc hutig nimmt 

|e«e die Form der Gleichung 9 au. 

Die der Gleichang 9 entsprechende Ellipse nennen wir die 
'rägheitsellipse und, wenn der beliebig gewählte Nullpunkt A 
des Achsenkreuzes XF als Mittelpunkt der Ellipse mit dem Schwer- 
punkte des Querschnittes zusammenfallt, Zentralellipse. Sobald 
demnach die Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente eines Quer- 
gchnittes ermittelt sind, ist man ohne weiteres im stände, auch die 
Trägheits-, bezw. Zentralellipse desselben zu verzeichnen und mit 
Hülfe derselben für jede Achsrichtung a den zugehörigen Trägheits- 
halbmesser * (vergl. Fig. 3!2) und das Trägheitsmoment J — /-*i^ 
zu bestimmen. 

H Trägheitsellipse für schief winkelige Achsen. 
H In obigem wurde« wie meist empfahlenswert, von einem recht- 
winkligen Achsenkreuz ausgegangen* Zuweilen kann indes die 
Benutzung eines schiefwinkligen Achsenkreuzes wünschenswert sein. 
■Ig. 33.) Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Achse AP ist 

worin u den senkrechten Abstand des Flächenteilchens dF von 

der ^I P bedeutet. 

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeich mingen ist 
H=^//cos;^ — ^sina und daher 
H ,/ = Jij/ cos 7 — .r sin a)^ dF = 

^^ = cos^yJif^dF^ ün^aJ\r'dF— 2 cos^sin aJ\rt/rfF- 
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Fig. 33. 



Mit Sy^dF^J,, S^^dF=^J, und S^I/dF=a^ 

10) J=C082/ ./, + sin2aJy — 2co8;^-8ina.C,y. 
Nimmt man die Achsen 

dee Koordinatensystems als ein- 
ander zugeordnet an (vergl. S.13), 
80 wird Cgy = und daher 

11) J= cos-y-Jj, + sin^ajy. 

Mit J=i*F, J^ = a^^F 
und Jy^b^^F entsteht 

12) i2 = C08V-«iHsin2a.i^i2. 

Zieht man wieder wie in 
Fig. 32 S. 34 im Abstände i 
Yon AP die Parallele MN zur 
AP, so wird bei den Bezeich- 
nungen der Figur 

sin a = — und cos v = — und 

damit nach Gleichung 12 

13) 



wird 







Pi" 9\ 

Gleichung 13 ist die Gleichung der Trägheitsellipse in Linien- 
koordinaten, bezogen auf zugeordnete Achsen derselben, wobei aj , b^ 
ihre zugeordneten Halbachsen sind. 

Jedes Achsenkreuz, in Bezug auf welches C«, = ist und dessen 
Achsen wir daher als für den Querschnitt einander zugeordnet be- 
zeichnen (Seite 13), stellt hiernach im Sinne der Lehre von den 
Kegelschnitten auch ein zugeordnetes (conjugiertes) Achsenpaar der 
Trägheitsellipse dar und umgekehrt, fQr jedes zugeordnete Achsen- 



paar der Trägheitsellipse ist 



= 0. 



Trägheitskreis. 
Jedem Punkte A der Ebene eines Querschnittes entspricht also 
eine nach obigem bestimmbare Trägheitsellipse. Denkt man sich 
den Punkt J in der Querschnittsebene allmählich bewegt, so ändert 
die Form der Trägheitsellipse sich stetig und es liegt die Frage 
nahe, ob dieselbe nicht für gewisse Punkte A Kreisform annimmt 
Für alle durch solche Punkte A gehende Achsen müfste das Träg- 
heitsmoment ein und denselben, von dem Bichtungswinkel a anab- 
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liftngigen Wert anfweisen* um zu nntarsucbeo, ob Punkte A von 
diesar Eit^enschaft vorbanden sind, stellen wir, von der als bekannt 
atizusehenden Zentralellipse ausgehend, für eine in beliebiger Hieb- 



Fig. 34. 




tung durch irgend einen Punkt 
A (Fig. 34) mit den Koordi- 
naten .Ti/ gehende Achse n t* 
den Ausdruck für das Träg- 
heitsmoment auf. Das Träg- 
heitsmoment J, für eine der 
ifH parallele Schwerpunkts- 
achse #^ des Querschnittes ist 
nach Gleichung 2 

14) 7,— cos-a y, -hsin-^^J^ 
und in Bezug auf die Achse 
4* u selbst 

15) J = J. + /'F. 
Für J, den Wert aus GlI 4 

und e — if cos a + ,r sin a ge- 
setzt. ibVt 

Iti) J= J,cos-a+ J^siu^a: +//-F*cos*a-h*T-'F-sin'a + 2r v/' sina i'osa . 
Lät'st man noch an Stelle von J, und J, die Produkte F-a'^ 

nni F*b^ treten und ersetzt cos^ot durch - — -, sin-a durch 

1 — cos 2 a . , 

- — —^ , so wird 

Aus dieser Gleichung geht hervor« daf^ für diejenigen Punkte A^ 
för welche 

18) a^ — ?!-* + y^ — ^2 = un d 

I8s) x^y^O, 

^m Trägheitsmoment 

19) 

so unabhinf^ig vom Richtungswinkel a ist 

Die Lösung der Gleichungen 18 und 18 a erfribt 

^u, =^ .7-2 ^ 




J=^{a'^ + b'^ + ^'^^ti^. 



x^ ^±]/a^^l/i 



^JM 
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Setzen wir wieder Ji>J2, also a^>b^ voraus, so fUlt j*| 
reell and 1/2 dagegen imaginär aus. Es gibt also nur zwei wirk- 
liche Punkte Ai and An^ welche die Bedingung erf&Uen, dafs in 
Bezug auf sie als Mittelpunkt die Trägheitsellipsen Kreise sind. 
Wir nennen diese die Trägheitskreise des Querschnitts. 

Die Punkte Ai und A2 liegen, da für sie y = 0, auf der 
kleinen Achse der Zentralellipse beiderseits in Abständen gleich 
SAi = SA2 = V^a'' -■ h-y d. i. gleich der Exzentrizität der Ellipse 
vom Mittelpunkte derselben. Man nennt sie daher Antibrennpunkte 
der Zentralellipse. 

Fügt man in Gleichung 19 y = und x = ±^V^a^ — b'^ ein, so 
wird J^Fa- und der für alle Richtungswinkel a in Ai und A^ 
gleiche Trägheit«;halbme3ser 



1/ J 



Letzterer, gleich der grofsen Halbachse der Zentralellipse, ist der 
Radius der Trägheitskreise. 

Ist in einem Sonderfalle die Exzentrizität der Zentralellipse 
gleich Null, so fallen beide Antibrennpunkte in den Schwerpunkt 
des Querschnittes und beide Trägheitskreise decken sich mit der 
nun gleichfalls kreisförmigen Zentralellipse. 



Mit Hilfe der Antibrennpunkte der Zentralellipse läfst sich in 
bequemster Weise für jede nach Richtung und Lage beliebige 
Achse eines Querschnittes das Trägheitsmoment bestimmen. Es 
handele sich um eine Achse w^ deren senkrechte Abstände von 
den Antibrennpunkten i\ und vj seien (Fig. 35). Ist u der Abstand 
der zur vv parallelen Antibrennpunktsachse uu vom Schwerpunkte 5 
des Querschnitts und J, =F'a^ das auch für die Achse uu gültige 
grölste Hauptträgheitsmoment des Querschnittes, also a die grofse 
Halbachse der Zentralellipse, so ist das Trägheitsmoment für vv 

nach S. II Gl. 2: J, =J^+F (i'2 — ir-), oder auch, da v = ^^~^ 

20) /., = Ji-fF-i'i-i'o 

d. i., wenn man J„ mit JF'/,/- und J^ mit F-a- vertauscht und 

beiderseits durch F teilt, ^=V^a-+ i'jV^. 



.^■^' ^ 
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Liegt die Achse v-v zwischen den Antibrennpiinkteö, so sind 
die Abstände vi und i-j mit entgegengesetzten Vorzeichen, das 
Produkt vj • v^ also negativ einz^ufiihren. 

Dpr Tr^gheitshalb- ^^g 3ö. 

lesser i„ lllfst sich auch 

le folgt leicht kon- 
struieren : Man beschreibt 
(Flg. 35) ara einen der 
Anti brenn punkte, z, B. A., 
mit a als Radius, den 
Trägheitskreis, zieht durch |^ 
den Schwerpunkt 5 des 
Querschnittes eine Paral- 
lele zur gegebenen Achse 
t'*t*, welche den Kreis 
B schneidet und durch 

|.», ^2^ — **""' d^"" i^t *I'ö Linie BC gleich dem gesuchten Träg- 

»itshalbmesser i,, und damit /„ = /^ ■- F gefunden. 

Zum Beweise haben wir nach der Fig. 35 




Nun ist i>0= S je ='-^^'>\ A,B = a nnd .4,Z> = ^^. 



daher ancb 



Damit ist eine ganz allgemeine Abhängigkeit des Träghsits-- 
lomentes einer ebenen Fläche von der Richtung und Lage der 
Lchse gewonnen, auf die es bezogen ist 



lll^enieine ^enmetrische Bezieh iinfl:en zwischen den Flächen- 
^lomenten zweiter Ordnung fflr Achseu, welche durch eiaen 

Punkt f^eheu. 
Der Querschnitt werde auf ein beliebiges schiefwinkliges Achsen- 
kreuz ^Vr(Fig,36J belogen; die Koordinaten irgend eines Flächen* 
teilchens dF aber rechtwinklig zu den Achsen gemessen. Dann 
liefert das Flächenelenjent einen Beitrag zum Centrifugalmoment 



40 



Erster Abschnitt. Flächenmomente 2, Ordnung. 



dCjty^ x-y-dF, oder, bei den aus der Fij^ar ersidiüichen Be- 
zeichnangen .r = osina, y==^Q'Sinß gesetzt 
rfCry = sin a • sitiß'Q' -dF. 
Beschreiben wir jetzt von irgend einem Punkte M der Qner- 
schnittsebene aas einen Kreis durch 
A , dessen Radios r sei und der die ^*fif- ^^• 

Achsen JSTund F in I^ und C und 
den Fahrstrahl ^ in i> schneidet, 
so ist, wie leicht ersichtlich, 
CD = 2r-sin)5 und, wenn man 
DE BC zieht, DE = h=- 
CD • sin a == 2 r -sin a-sin ß, also 



sm 



a • sin )5 = TT— und 

h'Q'"dF 



dC.y = 



zr 



Sieht man jetzt 



qUF 




:ir 



eine in Punkten 1) auf dem Ereisumfange angreifende, fbr alle 
Flächenteilchen dF gleichgerichtete Kraft und h als ihren mit 
der Lage von dF veränderlichen Hebelsarm an, so erscheint dC^y 
als statisches Moment in Bezug auf die Sehne BC. Die Mittel- 
kraft aller jener Kräfte ist dann 

} 2r 2r' 
wenn Jp das polare Trägheitsmoment des Querschnittes für den 
Punkt A bezeichnet. Hat ihr Angriffspunkt T einen Abstand A«, 
von der Sehne BC als Momentenachse, so mufs sein nach dem 
Satze von den statischen Momenten 



1) 



C,, = ( 



2r ^'''''2r' 



Die Kräfte ^ — , bezw. deren Mittelkraft ^ sind unabhängig 

von den Achsenrichtungen. Erstere haben wir uns auf dem Ereis- 
umfange in irgend einer Weise verteilt zu denken und der Angrifis- 
punkt T der letzteren hat daher eine ganz bestimmte Lage inner- 
halb des Kreises. 
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Drehen wir die Achsen um A, 90 wird an diesen Verhlltniasen 
iehts geändert Lassen wir sie in die Richtung der X-Ächae 
^nsammenfaUen, so wird ar — 1/ und 3n/dF geht in 't^^dF, das 
Centrifagalmoment CV^ in das Trägheitsnooment J^ iiher. Ebenso 
tritt, wenn wir beide Achsen in der Hichtang der F- Achse zusamen- 
dreben, an Stelle von C^j, das TrägheitamoTnent J^. Die Sehne 
JJC wird in einem Falle tur Tangente in B, im andern zu einer 
solchen m C. Bezeichnen wir die Abstände des Punktes 7" von 
diesen Tangenten mit h^ und h^, so wird 



2) 



J. - ^'. 



2r 






und 



Sind nnn beispielsweise zwei von den Werten J^, J^ und 
y etwa die ersteren beiden für irgend ein bestirointes Acbsen- 



I 

^■har nnd aufserdem J^ bekannt, so könnte man aus den Gleichungen 
2 und 3 leicht die Abstände h^ und h^ des Punktes T von den Tan- 
genten in B und C berechnen nnd dadnrcti die Lage von T bestimmen. 
Der Punkt 7' läfst sich aber auch, was meist zweckmässiger ist, aus 
den Werten von J^. J^ und C^ direkt bestimmen* Alle drei sind 
verhältnisgleich den Abständen A^, h^ nnd h,,j Man braucht also 
T nur so ^u bestimmen, dais diese Bedingung erfüllt ist 

Ist der Punki T bekannt 
geworden, so lassen sich für 
irgend ein dnrcb .1 gebendes 
Achsenkreuz die Werte J^, J^ 
und C,^ leicht bestimmen* Ist 
dasselbe so gelegen, dais die 
Sehne B€ durch T geht, so 
wird h^f und damit auch C 
gleich Null, die Achsen sind 
einander zugeordnet Denkt 
m%n sich durch T (Fig. 37} 
ine Zahl von Geraden gelegt, 

bilden die durch die Schnitt- ' 

punkte B^ und €\, B^ und & u* s. w» der einzelnen Geraden mit dem 
treise gebenden Achsen Xy F^ -Yo F3 u. s< w. zugeordnete Achsen- 
re und in ihrer Gesamtheit einen involutorischen Strahlenbüschel, 
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dessen Involationsmittelpunkt T ist. Für die durch den Mittelpunkt 
M gehende Gerade JS»^ » sind die zugehörigen Adisen AB. and 
ACt^ Hauptachsen des Querschnittes. 

Geht man, wie meist 
flblich, von rechtwinkligen 
Achsenkreuzen aus, so wird 
Jp = Jx + Jy (vergl. S. 11). 

Wird ferner der in obi- 
gem beliebig angenommene 
Ereisdurchmesser so gewählt, 
dafs 2 r^ Jp=Jjc + Ji, ist, 
so erscheint, wenn man den 
Mittelpunkt M des Kreises 
in beliebiger Lage annimmt, 
die Sehne BC als Durch- 
messer des Kreises und T 
bestimmt sich nach Fig. 38, 




-^►X 



da Jjc = K' -.- = hx, Jy = Äy 



und C,„ = hjtu wird. 



Wählt man den Mittelpunkt M auf einer der Achsen, z. B. au 
der A"- Achse, so fällt die Sehne BG mit dieser zusammen, unc 
die F- Achse wird Tan- 
gente des Kreises. T be- ^^^- ^^• 
stimmt sich nach Fig. 39. 
Das Centrifugalmoment 
Cj.y ist in beiden Fällen, 
je nachdem es positiv oder 
negativ ist, in der Rich- 
tung nach T oder 7\ auf- 
zutragen. 

Zieht man in jeder 
der Fig. 38 und 39 von 
T aus den Mittelpunkts- 
strahl /?iCi, so erhält 
man in den Richtungen 
ABx und ACx die Haupt- 
achsen und in den Strecken B^T und TC^ die Hauptträgheits 
momente. 




IV. Anwendungen. 
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d) Beriehnng zwischen zwei zugeordneten Biehtnngen. 

Für irgend ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit dem Null- 
punkt Ä seien die Querschnittsmomente /«, Jy und C«y bekannt 

U und V seien zwei unter den Winkeln a^ und oj gegen 
die JT- Achse gerich- 



A^Y 



/.. 



A 



^ 

.\\^ 



/ \ -^'T 



pjV^ ^^u 



A 

/ 
/ 



->x: 



Fig. 40. 
tete beliebige Achsen 

(Fig. 40). DasCentri- 
fogalmoment in Be- 
zug auf die Achsen 
U und V ist dann 

1) Cuv=S^'^'dF 
nnd nach der Figur 
r =t/ cos a^ — j7sin «j , 
u=;rsin Og — y cos Og. 

Somit 

0.,v = /(ycos ttj — ^sin ay) (a?sin «2 ""3/ ^s a2)c£F 
= — cos«! •cosoj-J'i/^^i^ — sinai •8ina2J'^^^-^4- (cosaisinoo 
+ sin «1 • cos a^jfa^ydF. 
Sollen die Achsen U und V einander zugeordnet sein, so mufs 
sein Cuv = 0, woraus folgt 

2) /e + tgai-tga2-^y = (tgai + tga2)C,y. 

Ist einer der Winkel z. B. a^ gegeben, so ergibt sich aus 
Gleichung 2 f&r den andern 



3) 



4) 



tga2 = 






Für «1=0 



tg02 = 



A 

Wy 



IV. Anwendungen. 

Beispiel 1: Fig. 41 stellt den Querschnitt eines Winkeleisens von beider- 
seits 8 en Schenkellänge und 1 cm Stärke dar, welches durch ein Nietloch von 
2 «■ Durchmesser im wagerechten Schenkel unsymmetrisch geworden ist. 

Es ist jPi=5, F^ = S, l^=13qcm, x = 4, y = 3,6cm (während 
«, = 2,4«, «, = 1,M , yi = 2,1» , yj = 1,8» cm eind) ; C,jyj = C^y, = ; 
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J, = V„ 5 . 1»+ Vit 1 • 8' + ^ 3,6* = 80,77«; 



Flg. 41. 



Jy = Vi*(7>-2») + Vi»-8 + ^.4« = 77.8; 
5-8 



5-8 
\6 



. 3,» • 4 = 43,077 ; 
2 • 43,077 



= — 29,(wo«; 



® 80,776 — 77,816 

2o[== — 880 2' (entspricht j;), « = — 44M 
Jj = 79,?96 =h l/"2^i97+18T57w , 

Ji = 122,898; Ja = 36,194. 

Beispiel 2 : F&r ein Rechteck der Seiten d und h (Fig. 42) sind die 
beiden Mittellinien offenbar Schwerpunkts-Hauptachsen 
(weil Sd Fxy = 0) . Es ist 




Fig. 42. 



cT; =-j^ = -^, also a = -^ = 0,2887 Ä; 



^ 



ebenso h = o,«887 i . 

Um a durch Zeichnung zu erhalten, zerlegt man 
a^ = ^/i2h'^ (wie in allen ähnlichen Fällen) in zwei be- 
queme Faktoren, z. B */< • */6 und findet die mittlere 
Proportionale aus diesen mit Hülfe eines Kreises 
über dem Durchmesser ^/i. Zur Ermittelung von h verfährt man ent- 
sprechend. 

Beispiel 3: Für den X" Q^^^<^^°i^^ ^^^ Figur 43 sind die beiden 
Mittellinien ebenfalls Hauptachsen. Es ist 

J, = Vu • 12 • 30»— Vi^ • 10,8 . 26'= 11 182; 

J, = Vit.26- l,|8 + ^,2. 4. 12^ = 580; 

F= 79,« ; daher a^ = 141 und b^ = 7,si ; 
mithin a = 1 1 ,9 ; 6 = 2,7 . 

Beispiel 4: Das unregelmäfsige "[__- Profil (Fig. 22) 
habe folgende Abmessungen : 
Aj = 2cni,^.^ = 7cin,Ä.,= lcin^ftj = 4cin,52 = 0,'cm,6, = 3«n. 

Seine Flächenmomente J^, Jy und C,y in Bezug auf 
das zu den Seiten rechtwinklige Achsenkreuz und sodann die 
Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente sollen bestimmt 
werden. 

a) Durch Rechnung: Für die Lage des Schwerpunktes S in Bezog 
auf den Teilschwerpunkt S^ ist zunächst 

'(4 -0,8) _ 3 • 1 (3 — 0,8) 

£ 2 = 0,57 cm 




2.4.' 



2 . 4 + 0,8 . 7 + 3 . 1 



y, = 2.4 



(V + 2) 
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(7 + 1) 



2 • 4 -f 0,8 . 7 4- 2J . 1 



= 1,4»< 




i'W-'WM.""f1,f'*?'.^5^ 
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J ^ V A 4—0,8 , 3— 0,8 , ^ - 

und danach x^ = 0,67 r — = — 1,03 x^=^ — 1- 0,57 = 1,67 ; 

1 2 + 7 , !_+i, , ^ 

yi = 1,46 — = — 3,05 y, = — ^ h 1,46 = 5,46; 

j. 98 in*. 7*4- ^. 1* 

^^ ^ ^ ^ -r^y^ * -rO J_^o. 4 . 3,05« + 0,8. 7. 1,46'^ + 3- 1.5,46* = 201 cm4 . 

j^ = ^ jg* ^ — + 2.4. 1,082 + 0,8. 7.0,57« + 3.1. l,67« = 31,9Cm4 . 

C,y = 4 . 2 . (— 1,08) (—3,06) + 0,8 . 7 . 0,67 . 1,46 + 3.1. 1,67 • 5,46 = 57,1 «n« • 

die Querschnittsfläche 

F=:2' 4 + 0,8 . 7 + 1 • 3 = 16,6 cm2 

tg2« = - J'^^;\ =-0,67, 2«i = -33050' a,=-16055'., 
Zül -öl,» 2a2=146M0' 03 = 7305', 



^ ^ - 201+31,9 ,201 — 31,9 218,8 cm4. 
cos2a = 0,.8 Jj = _l_ + -^-^_^^^;^^, 

Die Halbachsen der Zentralellipse ^ = l/"7ß^ = V«®°» 

^ ^/ 14.6 ^ 

b) Durch Zeichnung: Die Aufzeichnung nach Mafsgabe der Fig. 28 
ergibt 
JP, =JDAJ5;==^^^^^=12.»cma^ Fj,==JD'D,'E' = ^^^ = hncm\ 

Nimmt man die Polweite ai = 2,8c™ an. so wird u, = 2,7cm und 
-^xy = ^^^y^ = 3,u cma. Damit wird J, = F. F, = 16.6 • 12,t = 202 cm« , 
j; =F.Fy = 16,6.1,98 = 32cBi* und C,y = F. F,y= 16,6-3,44 = 57,i cm«; 
d. L hinreichende Übereinstimmung mit dem Bechnnngsergebnis. 

Beispiel 5 : Der regelmäfsige J~- förmige Querschnitt (Fig. 29) sei 10 cm 
hoch, im mittleren Rechteck (Steg) 0,8 cm hreit und in den untereinander 
gleichen seitlichen Rechtecken (Flanschen) 5 cm lang und 1 cm breit. Die 
Rechnung ergibt für die Flächen momente 

C,y = 2.5.2,i.4,6 = 95cm4 und die Fläche F = 2.5 + 0,8.8 = 16,4cm2; 

9 . Q<) 

tg2« = - „„a R^ ^-^^"** 2a, = -47»34', 2a3=132»26', 
^^^-*'^ a^-23M7'. a, = 66<'13'; 

^ _ 238 + 65 ^ -./ /aas - 65 \ ' , „^ _ 281 «"»* 

''i 2 ^ f l 2 / "•" ''^^22,.«»« i 

Die halben Acbsen der Zentralellipse a =y -tt" = ^'* *" 6=yT»^ = l,ne™. 
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Die Anfzeichnang nach Mafsgabe der Fig. 29 ergibt 

/-y = 2 JB^CD, = []B,D,F,G^^\D,F, == 1,« • 3,i = 4,oc-2. 
Fj,, = []DBHJ=x^'DB = 2,\'2,u = 5,ncmt^ 

Danach ist J, = i^' • F, = 1 6,4 • 1 4.6« = 238 «■ * , 
Jy=F' F^ = 16,4 . 4 = 65,6 cm* , 
C,y = F' Fj,^ == 16,4 • 5,78 = 95 cm4 
in hinreichender Übereinstimmung mit der Rechnung. 

Die Ermittelung der Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente soll nach 
Anleitung der Fig. 39 durch Zeichnung geschehen. Dabei wollen wir die 
Werte J„ J^ und C,y durch die ihnen verhältnisgleichen Flächen F,, Fy und 
Fgy ausdrücken und letztere für ihre zeichnerische Benutzung auf dieselbe 
Grundlinie d zurückführen, wofür hier 4 o" angenommen werden mögen. 

Diese Flächenumwandlung ist in Fig. 29 geometrisch ausgeführt und 
nach den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen F, =Ä«©2) =cJ-8'D 
Fy = Äj . FiD, = (i .Bi'Z>i und F^^ =x^' DB = d - DB' . Damit wird 
J^ = F'F^ = Fd'i&'D, Jy = F'Fy = F'd'B,'D,, Cj,y = F'F,y = 
F'dDB'. Wählt man den Mafsstab für die Aufbragung von J",, Jy und 
Cjiy so, dafs F'd==:\ wird, so erscheint t/^ durch S3'D , Jy durch B,'2)i and C^^ 
durch DB' ausgedrückt In Fig. 29 sind die Strecken entsprechend bezeichnet 

Fig. 44. 




In Fig. 44 sind J^^ und Jy auf der X-Achse zusammengetragen and im 
Punkte E das Centrifugalmoment C^y, weil > als Lot in der Richtong der 



JV, An tent flmtgefu 
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pMiÜTflö r^Achä© errichtet, wodurch der Paukt T i^ewonDeo ist. Die 
tlirch T and M gelegte Gerade 4?rg:ibt mit dem am 31 hesch nebenan Kretsö 
tom Diirchmesser Jj, + J^ die Schnittpnnkte B und C. In den ßiclifcuugen 
S B und S C liefen die Haoptachsen J und JI und die HÄUpttrÄgheitamoioente 
J, und J| weiden m deu Streclieii TB und TC gewonnen, Nnraenach ist 
J, ^ TB* F' d^ TB ^ F i = a*F und J^=TCF^ d^TCF- 4^6*^, 
worin r« und 5 die halben Achsen der Zentrttkdljpse he ze kühnen* Aas beiden 
Oteichun^en folgt r* ' = J .ß - d == TB ^ 4 nnd h^^TCd^TC-A. Dk 
HulbacJtsen tt tiud /i erscheinen tds mittbre geometrische Proportionalen iwiicben 
ä und TB^ hetvt\ d und TC nnd tünnan, wie in Fig. 45 geschehi*n, leicht 
xcichnenscb ermittelt werden. 



Pig. 45, 




^Vx 



B4^i8|»kl ö: Für ein Dreieck (Fig. 45) von der Grundlinie d, der 
Höhe h, der Mittellinie ? = A:siu/!S sind SX nnd fi?F konjugierte Achsen. 
J\ ergL S. 2 1 , Es ist J^ = »/ 1 a F ^ ^ ^ >'« , - , mithin 

B a. ^=: ^. ^ O.Tiit * -^ leicht zu konstruieren iat 
Tis ^ 

it kennt man 2 Tangenten an die £]lipEe nebat 
ren Berührungspunkten IT nnd F. In Bezug anf ST 

womit wiederum 3 Tangenten mit den Berührongspunkten 
G und // gl' fanden sind. Da man nun Jede »Seite des Dreiecks als Grund- 
linie behandeln kunn^ lassen sich in diwer Weise im GaUKen VI Tangenten 
it ihren Berühr» ngspunkten heitimmen. 

Beispi«! 7 : För ein Parallelogramm sollen in Being auf den Schwerpunkt 
die Hauptachsen und Hauptträgbeitsmömente ermittelt werden (Fig. 46)* 
Wir erkennen i^unächst^ dafs die zu den Selten des Paralleiogramma 
(Fig* 4fi)^ puralleieo Schwerpunktaachsen X nnd 1", sowie die beiden Diagonalen 
j© ttnjuider zugeordnete Achsenpaare sind. Beschreiben wir daher uro irgend 
einen Punkt M, etwa auf eiuer der Diagonalen liegend, einen Kreis durch 
_46n l^chwerpunkt 6', so erhalten wir im Schnitt der Geraden BC und B^l\ 
pti Punkt 7' (Involutionsmittelpunkt v^ergl. S, 41), Indem wir femer durch 
und T den Durchniösaer B^^C,, legen, ergehen iieU in den Richtungen S C„ 
tjnd SB,,dw Httyptachsen I und IL Dio Trigheitsmomente J^u^tf^^^r ^^ *• '^' 
l&d naeh Helte 4i verh&itnisgleich den Abständen TC,,, TB,„ TD n. a, w. Es 
nieht dalier die Gleichung 



TC,, TB,, TB 
US ergeben eich die Haupttrügheitsmumente £U 
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worin das Trägheitsmoment /y^ fttr die F- Achse bei rechtwinklig gemewenen 
Abszissen x (vergl. Seite 14 Fig. 16) wie f&r das Rechteck (Seite 15) 

ZQ setzen ist. Die Halbachsen a und b der Zentralellipse werden damit 



'•=yi='^YiFfe -<• "^ff^'^iirm- 



Sie lassen sich leicht darch Zeichnung gewinnen. 

Fig. 46. 




B,V 



Macht man TE=h, zieht EF\;, DC„ und EU\\ DB„, verlfingert HF 

über P und H hinaus je um FG = IIJ=--y und beschreibt über TG und 

2V je einen Halbkreis, so erhält man in den Loten in F und H gegen HF 
die Halbachsen a und b. Es ist nämlich 

a^^Gt.1.1^ ^L^ =-2-.^y und 

b^-HJHf- ^j^ "vyDT' 

In ähnlicher Weise lassen sich für Querschnittsformen die Hauptachsen 
und Hauptträgheitsmomente etc. leicht ermitteln, wenn zwei zugeordnete 
Achsenpaare von vornherein erkennbar und die Trägheitsmomente für eines 
derselben bequem bestimmbar sind. 



Zweiter Abschnitt. 



Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe, 
Spannungen und Formänderungen, 



tOF 



l Zug- und Druckspannungen, Dehnungen. 

m) Spauniingeu in der Richtung der Siabachsc, Läni^sdehtiiiiigen. 

Ein gerader prisraatiscber Stab werde in dar Rkbtung seiner 
Aebse van Zugkräften A' ergriffen (Fig, 47), welche unter sich und 
mit den durch sie im Stabe hervorgerufenen Spannkräften im 
Oleichgewicht stehen. F sei der Querschnitt^ / die Linge des 
Stabes, beide in ungespannt em 

üostande gemessen. Dann kann ^ ' 

erfahrungsgemäfs angenommen ^^^^ |^ 

werden, diils die Spannungen a 

in allen Punkten eines beliebigen Stabquerschnittea — abgesehen von 

der unmittelbaren Nähe des Kraftangriffs — gleich grofa und in 

ihrer Gesamtheit fnr den ganzen Querschnitt also gleich ö*F sind, 

ÜB» Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte verlangt dann, 

dafs 

1) K^öF oder o=^ — 

^ * F 

sei» worin ^^ d. h. die auf die Flächeneinheit entfallende Zug- 
spaun kraft, als Zugspannung bezeichnet wird. Gleichzeitig mit 
der Ziigapannung erflhrt der Stab eine gewisse Verlängerung Al^ 
welche» solange die Spannung o eine gewisse Grenze nicht über-* 
Hctireitei» derselben verhältnisgleich ist Da sie naturgemäfs auch 
PKtTblltnisgleich ist der Stab länge, so folgt sie der Gleichung 

I A^=^t<i oder ~ — ^n, worin at eine vom Stoff abhängige 

L 



I ( It , t:i:«iriuiU|t«l«I;ir4, 
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Erfahrungsgröfso als Dehnungszahl bezeichnet wird. Die anf die 

Längeneinheit entfallende Verlängerung £ = — = aa «rird die Längs- 

dehnnng des Stabes^, oder kurz die Dehnung, genannt — Statt 
der von Bach eingeführten Dehnungszahl a wurde bisher nnd wird 
noch jetzt in der Elastizitätslehre fast allgemein die sogenannte 
Elastizitätszahl J^^ benutzt Beide stehen im reziproken Verhältnis 
zueinander. Damit schreibt sich die allgemeine Dehnungsgleichaog 

2) €=-- - -fj^^'O 

und unter Beachtung der Gleichung 1 

Die in Gleichung 2 ausgedrückte Proportionalität zwischen Dehnung 
und Spannung wurde von dem englischen Physiker Rob. Hocke 
(geb. 1()35, gest. 1703) 167f) in die Mechanik eingeführt und heifst 
nach ihm das Hooke^sche Gesetz. Dieses hat indes nur Geltung 
bis zu einem gewissen, vom Stoffe abhängigen Grenzwerte der 
Spannung a, den man die Proportionalitätsgrenze nennt 

In Gleichung 2 stellt die Dehnungszahl a diejenige wirk- 
liche Dehnung e dar, welche der Spannung a=l entspricht 
Für a=l wird in Gl. 2 £ = «, während man sich unter der 
Elastizitätszahl diejenige ideelle Spannung o = £ Yorzostellen 
hat, welche eine Dehnung eins hervorzurufen, d. h. den Stab um 
seine ganze Länge AI = l auszudehnen im Stande wäre. In 

Gleichung 2 wird für * = , =1» (i = K, Da indes eine so grofse 

Spannung o einerseits aufsorhalb des Geltungsbereiches des Hooke- 
schen Gesetzes liegen würde, andererseits auch von keinem Stoff 
(abgesehen von Gummi) würde ausgehalten werden können, so stellt 
E keinen wirklich möglichen, sondern, wie erwähnt, nur einen 
ideellen Spannungswert dar. Wenngleich danach die Benutzung der 
Dehnungszahl oc natürlicher erscheinen würde als diejenige der 
Elastizitätszahl E^ so wollen wir im folgenden doch ausschlieislich 
die letztere anwenden, weil sie z. Z. sowohl in der betreffenden 
Literatur, als auch in der Anwendung noch weitaus vorwiegend 
verbreitet ist und ein praktischer oder wissenschaftlicher Vorzag 
m der Verwendung der einen oder anderen beider Zahlen nicht zn 
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erblicken ist, beide auch jederzeit leicht dm'ch einander ersetzt 
werden können. 

Je nachdem di© Spannung ü unterhalb eines gewissen Oronx- 
wertes z verbleibt oder denselben überschreitet^ nimmt der Stab 
nach Beseitigung der Spannungen bezw. der sie hervorrufenden 
infseren Kräfte genau seine ursprüngliche Länge wieder an, oder 
er behält eine mehr oder weniger erbebliche, sogen* bleibende Ver- 
längerung bei. Hierin äufsert sich das eigentliche WevSea der 
Elastizität, und jenen Grenzwert z nennt man die Elastizitätftgrenze 
Stoffes» Diele Grenze ist dem Wesen des Dehnungsvorganges 

ach zwar grundsätzlich verschieden von der Proportionalitätsgrenzo 
(Seite 5<>), beide fallen indes för die meisten technisch wichtigen 
Stoffe hinreichend genau zusammen, um bei den hier zu behandelnden 
Theorien von ihrer zahlenmäfsigen TJntergcheidung absehen zu können. 
Wächst die Spannung o über die Proportionalilätsgrenze, bezw. 
Elastizitätsgrenze hinaus weiter, so nimmt die Dehnung schneller zu 
als die Spannung, der Stab nimmt nach Beseitigung der Spannungen 
nicht genau seine ursprüngliche Länge wieder an, er verhält sich 
för Spannungen ö>-: unvollkommen elastisch, und» wenn letztere 
eine gewisse Höhe erreicht haben, tritt ein Zerreifsen des Stabes 
ein. Der Höchstwert der Spannung, bei welchem dies erfolgt, hoifst 
die Zugfestigkeit des Stoffes und soll mit Z bezeichnet werden. 
E ehren die Zugkräfte K ihren Eichtungssinn um (Fig. 48)» so 

erden sie zu Druckkräften und rufen in den Stabquerscbnitten Druck- 

annnngen hervor, die, wenn die Länge des Stabes im VerbäUnis zu 

inen Querschnittsabmessungen ein 
gewisses Mafs nicht überschreitet, 
sich glßichmäfsig über den Quer- 
schnitt verteilen und eine gewisse 
Verkürzung des Stabes im Gefolge haben. (Bei grölseren Längen 
entsteht gleichzeitig eine seitliche Ausbiegung desselben» womit die 

leichmälsjge Spannungs Verteilung aufhört) 

Bei einer im vor bezeichneten Sinne beschränkten Stablänge ui 

m auch die Druckspannung in allen Punkten eines beliebigen 
lerschnittes die gleiche und wie in Gleichung 1, indem wir A' 
^K vertauschen, 

-^ 






Fig 48. 



K 
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Ebenso gilt innerhalb gewisser Grenzen das in Gleichiing 2 
ausgedrückte Dehnungsgesetz auch für die Verkürzung des Stabes. 
Es ist hier wie dort 



2a) 






und unter Beachtung der Gleichung la 



3a) 



€ = 



FE 



Die in den Gleichungen 1 und la durch positive und uegatiT« 
Vorzeichen geschehene Kennzeichnung der Kräfte K als Zug- und 
Druckkräfte, bezw. der Spannungen a als Zug- und Druckspannung» 
empfiehlt sich allgemein. In Übereinstimmung damit erscheint die 
positive Dehnung in Gleichung 3 als Verlängerung, die negative in 
Gleichung 3 a als Verkürzung. Die positiven oder negativen Spannun- 
gen o werden wegen ihres Parallelismus zur Längsachse des Stabes 
Längsspannungen, oder wegen ihrer zur Querschnittsebeoe 
rechtwinkligen Richtung auch wohl Normalspannungen genannt 

Die Proportionalitäts- bezw. die Elastizitätsgrenze für Druck- 
spannungen, welche letztere mit d bezeichnet werden möge, kenn- 
zeichnen sich in gleicher Weise wie diejenigen für Zug. — Die 
Druckspannung, bei der die Zerstörung erfolgt, nennt man die 
Druckfestigkeit D des betreffenden Stoffes. 

Trägt man die zusammengehörigen Spannungen und Dehnongen, 
wie sie sich bei Versuchen 
ergeben, als Ordinalen und ^'*^- ^^• 

Abscissen im Sinne der Fig. 49 ■ — ^^ 

auf, so erhält man eine 
dem betreffenden Stoffe ent- 
sprechende, das wirkliche 
Dehnungsgesetz darstellende 
Schaulinie, die Dehnungs- 
linie, die für Schmiede- 
eisen ungefähr die Form 
HO ABC hat. Innerhalb 
des mittleren Stückes GAB 
von ö = —d bis ö = ^ gelten 
die Gleichungen 2 und 2a, das Hooke'sche Gesetz. 
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Gs mag hier kurz bemerkt werden, dafs das Hooke'^che Gesetz 

ir fftr gewisse Material ion genaue, für andere nur mehr oder weniger 
iü nähernde Giltjgkeit besitzt So gut wie i^enan folgen dem 
QmBit in ihrem elastischen Verhalten die meisten Metalle; nament- 
lich die ftir die Technik wichtigsten» Sehmiedeeisen und Stahl, sowie 
Holz, u. a, Stoffe, Das Gufseisen und vor allen Dingen natürliche 
ßauäteine, Beton, Mörtel etc. erfüllen das Gesetz nicht, oder nur 
annähernd. Für diese Materialien ist die genaue Abhängigkeit 
zwischen Dehnung und Spannung B—/ia) im allgemeinen nicht be- 
kannt. Die Elastizitäta- und Festigkeitseigenschaften derselben sind 
übrigens auch ao sehr von ZuHilligkeiten ihrer Entstehung bezw. 
Herstellung und den Grundstoffen, aus denen sie bestehen, abhängig, 
dafs die Aufstellung allgemein giltiger Dehnungägesetze m für die 
Anwendung brauchbaren mathematischen Formen Schwierigkeiten 
begegnet. Man ift daher auch bezüglich dieser Materialien z. Z. im 
allgemeinen noch anf die Anwendung des Hooke'scben Gesetzes 
angewiesen. In wichtigeren Einzelföllen bietet die genaue Ermitte* 
lang der Dehnnngftlinien für ein bestimmtes Material durch Versuche 
und damit die Nachprüfung der etwa auf Grund des Uooke'schen 
tia^tzes gewonnenen Rechnungsergebnisse keine besonderen Schwierig- 

Biten. Eb soll darauf hier nicht näher eingegangen, später jedoch 

>ch zurückgekommen werden. 

Die Blastizitätszabl E ist für alle Stoffe, welche dem Hooke^aehen 
jesetze genau folgen, für Zug- und Druckspannungen gleich grofs. 

Bi denjenigen Stoffen, bei welchen das nur annähernd der Fall 

ist die Elastizitätszahl ^ mit der Spannung ö veränderlich, 

Jm trotzdem auch auf sie das Hooke'sche Gesetz in tun liebster 

bereinstimmung mit den wirklichen Spannung»- und Dehnungs^ 
vorgingen anzuwenden, empfiehlt es sich zuweilen, für die in Frage 
kommenden Spannungsintervalle beiderseits des spannungslosen Zu- 

indes Mittelwerte von E einzuführen, die dann meist für Zug- und 

ruckspannungen verschieden sind, 

Dflr Verlauf der gaiiit^n DehnaDgaUnie Tom spannunplosen Ziistantle bis 

Bruch durch Zerreifeen, wie eie sich etwa ftir zähes Flntsölsen ergibt, 

jn Fig. 50 und fjO a dargestellt, wobei in Fig. 50 a di« Dehnangen in 

liTem Mttfestabe aufgatrogren sind. Du nach wikh&t die Dehmnjg mit der 

nnang ¥erh£!ttih|rlrkb bis xum Funkte B, wo fr=ABi, daniber binaan 

C tiiratnt d'u^ Debniing sUrki^r zq ala die Spanimug, die Dcbuttn^linii? 

|t Ak)i UiHLTiilial Villi ihr (Jtraden AB nh tviul \tT\iv\\\V Äawiv y\i^m\% C 
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eine gewisse Strecke bis D fast wagerecht, ohne wesentliche Yermehrnng der 
Spannung wächst die Dehnung schnell weiter; es findet ein .Strecken" de» 
Stabes, oder bei Druckbeanspmchnng ein , Stauchen' oder ^Qaetschen* 
desselben statt. Den Wert tr = AC nennt man daher wohl . Streck-* oder 
Fig. 50. Fig. 50a. 




Fig. 51. 



,Fliefsgrenze" bezw. ^Stauch- oder Quetschgrenze". Bei weiterer Steigemng der 
Spannung tr bis zu ihrem möglichen Höchstwerte Z = AE^ der Zngfestigkeit 
erhebt sich die Dehnnngslinio bis zum Punkte E entsprechend einer Dehnnog 
€ = AE^^ welch letztere sich noch gleichmäfsig Ober die Stablänge rerteilt 
Jetzt aber tritt inmitten der Stablänge an einer etwa zufällig etwas weniger 
widerstandsfaliigen Stelle eine örtlich begrenzte, 
den Bruch vorbereitende schnelle Dehnung und 
gleichzeitig eine Einschnürung des Stabes, eine 
starke Verminderung seines Querschnittes ein. 
(Vergl. Fig. 51.) Dabei nimmt die Spannung 

zuerst allmählich von ihrem Höchstwert Z bis zum Betrage a^^AG^ 
wieder ab und sinkt alsdann mit dem Eintritt des Bruches plötzlich auf Null 
herab, während die Dehnungslinie von G abwärts nach G^ verlSoft. Um aas 
der Kraft K, welche den Stab vom Querschnitt F zum Zerreifsen brachte, 

seine Festigkeit Z ■—■ -,-,- zu berechnen, ist für F die Querschnittsflache im 

spannungslosen Zustande, also nicht der vor dem Bruche eingeschnürte Quer- 
schnitt, einzuführen. 

Ausführliche und wertvolle Ergebnisse von Festigkeitsversnchen finden 
sich u. a. in dem Werke über ^Elastizität und Festigkeit** von C. Bach. 

Als Mafseinbeiten wählen wir auch hier wieder in der Begol 
fär die Kräfte das Eilogramm, für die Längen das Zentimeter. 
Eine Spannung (vergl. S. 3) kann nur als bekannt angesehen werden, 
wenn die Kraft- und Flächeneinheit bekannt sind, auf die sie be* 
zogen ist. Als Spannungseinheit gilt die Spannkraft Yon ein Kilo- 
gramm auf einen Quadratzentimeter, technisch als eine Atmosphäre 
bezeichnet. 



/. Zu ff- und Dritekspnnntut^ffi, Ilthmtmjen, 



OO 



Di© für einzelne Stoffgattungen geltenden Eiastizitüts- und 
stigkeitszahlen E, i, d, Z und /> sind je nach der Güte des 
loffes im Einzelfalle natürlich Terschieden. In folgender Tabelle 
,jeben wir Mittelwerte derselben für die wichtigsten Materialien an. 

Elast izitäts- ntid Festigkeit^zahlen in »t. 



Stoff 



i Elastizitätsgreuzp 


Festigkeit. 


Zoif 


Druck 


Zug 


Druck 


^ 


d 


^ 


D 


600 


1600 


uoo 


7000 


1 1600 


1600 


3500 


3500 


3000 


3000 ] 


5000 


6000 


4500 


4500 ' 


7000 


8000 


250 


170 ; 


750 


500 


340 


1450 


340 


1450 


20 


— 


30 





Elastii^itätsz&lil 



Schmiedeeisen 
Stahl . . . 
Gnriraiahl . . 
Holj . , . . 

Glaa , . . . 
inut^chuk. 



1 000 000 

2 000 000 
2 200 000 
2 200 000 

100 000 
1 000 000 
10 



|V Wie Seite 2 und 3 ausgeführt» betrachten wir einen elaätisch 
festen Körper als im Gleichgewicht, wenn nicht nur die auf ihn 
wirkenden fiufseren Kräfte für sich, sondern auch die an einem 
beliebigen durch eine Schnittebene abgegrenzten Teile desselben 
wirkenden äufseren Kräfte mit den in der Sehnittebene auftretenden 
inneren Spannkräften im Gleichgewicht sind. Erreichen letztere dabei 
eine solche Hohe, dafs sie der Festigkeit des Körpers gleichkommen, 
»0 befindet sich der Körper bezüglich des Widerstandes der inneren 
Kräfte gegenüber den Angriffen der äufseren im Grenzzustande des 
Gleichgewichtes, die geringste Steigerang der Kraft Wirkungen wurde 
eine Zerstörung des Körpers im Gefolge haben. Die Anforderungen 
an die Standsicberheit der Bauwerke, bezw, an die Tragsicherheit 
der Bauteile oder an die Betriebssicherheit der Maschinen gegenüber 
den angreifenden Kräften werden durch ein derartiges Gleichgewicht 
oaturgemäls nicht befriedigt, es mi^fs vielmehr verlangt werden, 
dafs die unter der den obwaltenden umständen nach gröfstmöglichen 
Belastung eines Bau- oder Maschinenteiles in irgend einem Quer- 
schnitt desselben auftretende stärkste Spannung o nur einen Teil 
der Bruchfestigkeit des betr. Baustoffes betrage, bezw. dafs die 
mögliche gröfste, d. b. die zulässige gröfste Belastung nur einen 
Teil der äofsersten Tragfähigkeit des Bauteiles ausmache. Unter 
Jen Dmständen darf die Spannung ö die Elastizitätsgrenze nicht 
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überschreiten, weil bleibende Formänderungen unzalässig sind. Den 

^ .. . Bruchfestigkeit des Baustoffes , . , Tragfähigkeit 

Quotienten 7^-—: — t^ — ttt-s gleich „ . ' . — ^^, ^ 

Eintretende gröfste Spannung o ° Zulässige Belastung 

nennt man das Mafs der Sicherheit gegen Bruch; wir bezeichnen 

es hinfort mit 11. Die „zulässige Spannung** oder „ Beanspruchung" 

Z I) 

ist a= - , bezw. = — . Die Zahl n ist eine durch die Erfahrung an 

n n ° 

die Hand gegebene; f&r ihre Wahl im bestimmten Einzelfalle komnoen 
u. a. folgende Umstände in Betracht: 

1. Ob und inwieweit der betr. Bauteil je nach seinem Ver- 
wendungszwecke der Abnutzung, oder je nach den Ortlichen Ver- 
hältnissen und den herrschenden Witterungseinflüssen der Rostbildung 
oder der Fäulnis etc. unterliegt und dadurch eine Verminderung 
seiner Widerstandsfähigkeit gegen Bruch erßhrt. 

2. Welchen Grad der Genauigkeit die Unterlagen fQr die Be- 
rechnung der erforderlichen Stärkenabmessungen, d. b. für die 
^statische Berechnung^ aufweisen, bezw. mit welcher Schärfe sich 
die in dem Bauteile herrschenden Spannungsverhältnisse beurteilen 



3. Die Wichtigkeit des Zweckes, welchem das Bauwerk etc. 
dient, und die Dauer, welche man von ihm verlangt. 

Es ist ersichtlich, dafs bei der statischen Berechnung eines 
nur im geringen Mafse der Abnutzung und der Vergänglichkeit 
unterliegenden, in seinen Spannungsverhältnissen genau zu beurteilen- 
den Bauteiles das anzuwendende Sicherheitsmafs n geringer an- 
genommen werden kann, als im entgegengesetzten Falle, zumal 
wenn auch noch der zu erfüllende Zweck ein untergeordneter und 
die verlangte Dauer nur eine geringe ist. Nach diesen Gesichts- 
punkten schwankt der übliche Wert für n etwa zwischen 2V2 bis 8. 

Anwendungen. 

Bf ispiel 1 : Kine Stango aus Staboisen 2 "» Länge und 2 c« X 10 c» Quer- 
schnitt kann bei a= 700»^ zulässiger Spannung eine Zugkraft 20* 700= 14000 ^ 
aufnehmen. Die entsprechende Dehnung beträgt e = 700 : 2000000 = 0,oo<»», 
die Verlängerung J / = / ■ e = 200 • 0,ooou = 0,o7 c™ . Um den Stab bis zur 
Elastizitätsgrenze zu spannen, würde eine Zugkraft von 20- 1600 = 32000 kiE 
erforderlich sein. Dabei wird die Dehnung e= IßOO : 2000000 = 0,«oo« und 
die Verlängerung J / = 0,ooo^ • 20) = 0,i6 «™ . 

Zum ZerreifseD würde eine Kraft von 20 • 3500 = 70000 ^« notwendig sein. 



i. ^u^ und iJruckspunmm^enf B^hnmiffeth 



57 



Beispiel 2 : Etoe tiräprQti{,jrlLcli spatmittigslose mnde Ebaostange yom 2 ^^ 
Durcliluwsfipr wird an den Enden festgehalten und aodan« um 20*" C abgekülüt* 
Würe die Stüiige freij sö würde sie hm «iner AasdehnungszaUl 7on ^ mfm fQjp 
1 ^ C eine Verkürzung von W' SO 000— 1 1 4000 erfahren. Diese Verkürsnng 
mnf% da die Enden festgeliftlten sind, durch eine gleich grofse ßlasUschu 
hnnng d*^s Stabes e =: I ; 4000 wieder ansgeglichen werden. Es entsteht 
eine Spannaog ir=£ *^=^ 2000000 - 4000 ==500»* and eine Spannkraft 

Betipld ^: Eine prlgnmti&che Stange ?on der Länge l und der Stoü* 
4it*hte ^ B^i an ihrem einen Ende lotrecht aufgehängt nnd werde am andern 
in acheialer Kichtang von einer Kraft K ergriffen (Fig. 52). 
Widehen Querschnitt F mufs die Stange erhallpo und weldie Fig 52* 
V*^fl^inge^yng erfährt sie, vvenn die nuter der Wirkung der 
Kmtt K und des Eigengewichtes der Stange eintretende gröfi^te 
Spann nog tu tr^ augeuouimen wird? 

Wir denken uns die Stange im Abstände x Tom unteren 
r * linitten und an dem abgetrennten Ende einerseits das 

L -:ht derselben und die Kraft K und andererseits die 

filwr iltti Schnittfläche verteilten Spannkräfte irF angreifend. 
Dann verlangt daa Gleichgewicht d^s Trennfitückes, daf» 



\ 



l 



'K+G=^K+s*F^r «öd 



le < 



r^r-^ + y 






a erscheint mit x in linearer Abbin glgkeit Teränderlicb nnd eheneo die 
iMUnotig t = |. = l,(;.,x + J). 

Fßr ^ = l nimmt tr den Gröfstwert tti an und m wird <fi — r ■ ^ + ^^ i der 

efforderliehe üuersehnitt demnach ^'=^ -. 

Hezelehneu wir mit Ja? die Verlängerung des Trennattckes a?i so ist 
dit^jenige eine« Längenelementes d^ im Abstände x 

und durch Integration zwischen den Grenzen nnd x erhält man 



Jx^ 



gUr^-^^ll'^^^llff+r)^ »J«*^^ 



mnd mit dam obon berechneten Werte fflr F 
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Für / = 200« = 20000 cn», i: = 40000kf «r, = 400*«, JF=2OOO000«», 
;' = 7800kg/iB» = 0,«o78l«./em> wird 



F^ 



40000 



-=i(-.-^')= 



400—156 
20000 



(400-78) = 3,tto-i. 



2000000* 

Die Spannung «tq am unteren Ende ftir a; = stellt sich anf 

40000 



164 



= 244 «t. 



Beispiel 4: Im Beispiel 3 ist die Widerstandsfähigkeit des Materiib 
der Stange nur am oberen Ende, von da abwärts aber nicht mit der in- 
lässigen Spannung ^r^ ausgenutzt Es soll eine solche Form der Stange, bei 
welcher in j e d e m Querschnitte die Spannung <r, herrscht, d. h. eine sogenannte 
.Form Yon überall gleichem Widerstände" ermittelt werden. 

Der Querschnitt F der Stange mufs nunmehr mit seinem Abstände x 
vom unteren Ende zunehmen. Im Abstände x sei er gleich F and im Ab- 
stände x + dx, F-\-dF. Denken wir uns ein Stück 
von der Länge dx herausgeschnitten, so wirken an 
demselben die aus der Fig. 53 ersichtlichen Kräfte, 
wobei dG = F'dX'Y ist. Es mufs daher sein 
F-oi + c/ri — (i'*+rfF)ffi=0 

dF ;" dx 

F~~~^' 
oder, zwischen den Grenzen und x, bezw. Fq und F 
integriert, 

i^ = ril d.i. 4-=^^-^. 

Nimmt man beiderseits die Briggs sehen Logarithmen, 




Fig. 58. 
^nJdG 



80 wird 



logv- = ^log«. 



Die Dehnung e ist, wie die Spannung <r in allen Querschnitten gleich; 
daher die Verlängerung J Z = £ • Z = - 1 . ? . 



Für die in Bei8])iel 3 angenommenen Zahlwerte ergibt sich zun&chst für 

100 «Hl«. Mit 

r 



den Querschnitt am unteren Ende Fq=^ - = — — — 



log<? - 0,4.14 und 



0,O07A , ^ . , -.. 

:-—-- = rot 0,00008 wird für 



F F 

.')00OCm log j^; = 0,454 • 0,10 und - =1,1W F= 1,105. 100= 110,5Cm«, 



X: - 10000 cm log 





F 



• 0,4S4 • 0,20 und 



F 

Fo 



1,221 /•'= 122,1«»*, 



F F 

07= 15000 <-"> log _,- = 0,4a4 . 0,»o und ,v = l,w F= 135 cm», 

F F 

X = 20000 0» log ,-r = 0,434 . 0,4« und -=r -- 1,« F= 149 c« • . 



Die Verlängeruug ist Jl^-- 



400 



. 200U()i=4*™. 



Fig. 54. 



2000000 
Das Gewicht der ganzöu Stäup erhElt man aus der Gldchgewichto* 
diagung für den oberen Quersclinitt G-^K=^Fir^ tu 

G =^ Ftr^ — K^ 149 - 400 — 40ÜOO = IdCM H^, 
irihrt^ßd die Stoiige mit iüberall gleichem Querschoitt von 164^='»* ein Gewicht 
i = 1 (',4 - 0,flO75 . 20 0000 = 25584 H aufweist, 

BeiHpiel 5: Die HeritelLong der genaoen F'orm vod gleichem Widerstände 
6gegnet häofig Sehwierigkeitea, und man niufB sich mit einer gewissen An- 
aihening an dieselbe begnügen, indem mau detj ^Querschnitt 
ßtalt all nijib lieh stnleuweise vorn unteren Ende aafwärtä an- 
wacyen läfet (Fig. 54}, so data jode Stufe in ihreta oberen 
Qitersclimti die xn lässige Ifddisk^psinüitiig «r, erfahrt. 

Sind Ä|, h^, K* , * /„ die Längen, F^ , Fj * . . F^ die 
Querschnitte der einKelnen priimatischen Stabenden, so gilt 
Dach den Ansiiibrongen m Beispiel '6 filr den Querschnitt der 
unteren Stofe 

' ^t—rK 

Jim oaterdn Ende der zweiten Stufe wirkt dann eine abwärts 
gelichtete Kraft 

Der Qnerischnitt der »weiten Stafe roufa daher sein 

Sbenao ergibt iieb für die dritte Stale 



hi 



Fm 



j 



l 



r,= 



^i — rK 

und für die wte Strafe 






rh) 



en die eioxelrien Btnfeu alle die gleiche Länge h, «o wird der Quer- 
itt der «ten Stufe 

Fdr die in Beispiol 3 genannten Zahle »werte ergibt sich bei AoordBting 
Inf gleichen Stufen je fon der LSnge 4000 ««i 

40000 _„ , ,, 400*40000 



^1 = 



Fn^ 



400^^40000 



loa^sömi«^ Fy. 



(400-rii,if 

400^^40000 



= l]7,««3«», 



__^_I,8c.., j^ = _^j_— _=1S8, 



cm*. 



#; = 



400<- 40000 
(40ü-3I,ff 



= I50*^oi'. 



(50 
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Das Gesamtgewicht ist wie in Beispiel 4 

G = iry'F,- K= 400 . 151 — 40000 = 204001«. 

Alles liier im Beispiel 3 bis 5 für hängende, anf Zug beanipmcbte 
Stangen gesagte gilt sinngemäfs auch für stehende auf Dmck beansprachto 
Stabf, Säulen u. s. w , sofern eine Knickgefahr nicht eintritt (vergL Seite 51). 

Beispiel 6: Eine in ihrer Oberkante O.ss» starke 25» hohe lotreehte 
Backsteinmauer ist in ihrer Oberfläche so belastet, dafs anf 1,«» ihrer Llo|^ 
eine Last von 35000 i^e entfallt. Sic soll nach unten stufenweise anf O^i uod 
0,A4m 80 verstärkt werden, dafs die Druckspannungen an keiner Stelle 10«t(lb•^ 
steigen. In welchen Abständen von ihrer Oberfläche haben die VerBtärkniiireo 
stattzuflndon, wenn die Dichte der Mauer 2000kf7/iiis = 0,''<» ^s/ea" beträgt? 

Die Spannung in einer Tiefe ^, unter der Oberfläche (^ergl. Fig. 55) ist 
ö 4- A' __ ;*i F, • r 4- A' 

Für die zweite Stufe ist /Cj = <r ■ /•', , also wie oben 
/; (T-Ky^^ tr-{F ,-Fy) 
7'F: "~~ r-^ 



und daraus 



Fig. 55. 



h.-=- 



Mit A' = ;;5 000 kR , <T = 1 *t , ;. = 0,fW2 kg/cm » nnd 
F, = 38 . 100 --= 3800 c » \ F., = (38 -f 13) • 100 = olOO cms, 
F., = (38 + 2 • 1 3) ■ 100 = 6400 cm « wird 
3800. 10-35000 



ßJ- 



Fs 



Ä,- 



Ä.= 



0,ooi • 3800 
10(0100-3800) 



h,= 



0,002 -5100 
10(6400-5100) 



= 3i)o '■"> = 3 9S m , 
= 1275c™ = 12,7fi m, 
= 1015<-m= 10,lfi"». 



h2 



0,002 . ()400 

Da die Mauer nur 25 ™ hoch ist. obige Einzelhöhen aber znsammen 
bereits eine Höhe von 3,9ä + 12,75+ 10,15 = 26,%™ ergeben, so ist eine Ver^ 
Stärkung über ^4 <="> hinaus nicht erforderlich. 



b) Spannnn^en in der Richtnn^ der Stabachse nnd senkrecht 
m ihr, Gesamtdehnnn^en, Anstrengnngen. 

Die Formänderung eines in der Richtung seiner Achse von 
Zug- oder Druckkräften ergriffenen Stabes besteht nicht allein in 
einer gewissen Verlängerung oder Verkürzung desselben« sondern 
mit den Längsspannungen treten aufser den Längsdehnnngen anch 
Qaerdehnnngen ein. 
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Wirkt an zwei einander gegenüberliegenden Endflächen eines 

rechtwinkligen Parallelepipeds, dessen Stoff dem Hooke*3chen Gesetze 

folgt <Tig.56), eine in allen Punkten der Flächen gleiche Spannung a,, 

00 bedingt dieselbe im Gleichgewichtszustände eine Dehnang des 

KörperB in ihrer Eichtung 

^ ^ Fig. 56. 

f 



A.7 






(Tergl Gl 2, S, ÖO.) 



Errahmngsgem^fä treten cr;^^]^^ 



gleichzeitig in den Rieh- 
langen der Kanten y und 
z Verkürzungen, negative 
Querdehnungen genannt, 




ein, welebe, wenn der Körper völlig „isotrop" ist, den Geset7,en folgen^ 






^. 



o^ 



worin der Koeffizient m nach angestellten Versuchen zwischen 3 und 4 
ich wankte für Schmiedeeisen aber zu 4 angenommen werden kann. 
Die Querdehnungen e^, und e^ fallen also gleich grofs aus, und nach 

a. 1 



obigein ist f ^ = £,= — 



m * E 



~v'- 



Wirken nun gleichzeitig an allen Seitenflächen des Parallel- 
epipeda Normalspannungen ^^, a^ und r?., so entstehen in der 

X- Richtung: durch die Spannung a^ die Längsdehnung ~ and 



durch die Spannungen ö^, und o, die Querdehnungen -* 



.E' 



hezw. 



m-E' 



im ganzen also die Dehnung 



_ L^ iu_^j und ebenso in der Y- und Z-Eichtung 

£j m / 

worin je nach der relativen Gröfse und dem Vorzeichen der Span- 
OBngen o^j, <^p und d, die Dehnungen r^, e^ und e« positiv oder 
0€gattv ausfallen können. Für die Sicherheit eines elastisch festere 
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Körpers, hier also des Parallelepipeds, gegen ZersUrang, ist non, 
wenn nur in einer Richtung eine Spannung ö auftritt, diese od« 

die ihr verhältnisgleiche Dehnung £ = -77 mafgebend; wirken gleich- 

zeitig mehrere Spannangen a^. Oy und a^, so hängt die Sicherheit eines 
Körpers von der durch die Spannungen erzeugten gröfsten Dehnung ab. 
Diejenigen Spannungen Sj,, Sy und s. in der X-, F- und Z- Sichtung, 
welche dieselben Dehnungen £,« ^^ nnd e, hervorbringen wfirdeo 
wie die drei Einzelspannungen a,, Oy und a, zusammen und welche 
daher auch den Körper der Zerstörung durch Zerreirsen oder Zer- 
drücken in den drei Sichtungen ebenso nahe bringen wQrden, wie 
diese in ihrer Zusammenwirkung, nennen wir hinfort die Anstrengung 
des Körpers in den drei Richtungen. Wie nach GL 2 = e-E^ 
so ist demnach zufolge Gl. 4 

o IT ^ <Jy + ö, 



5) 



m 
ö^ -\- a. 






m 



Je nach der relativen Gröfse und dem Vorzeichen von c^^ ö^ 
und a. können ^,, Sy und s^ positiv oder negativ, gröfser oder kleiner 
als die Einzelspannungen rr,, öy und a. in denselben RichtungeD 
ausfallen. 

Beiiipiel: Der schmiedeeiserne Mantel eines Hohlzylinders erleidet infolge 
inneren hydrostatischen Überdruckes in der Richtung senkrecht zur Zylinder- 
achse eine Zugspannung ^^ = GOO ^^ und in der Richtung parallel zu derselben 
eine solche <Ty = 300 *t. Welche Anstrengungen und welche Dehnung erfilhrt 
das Material in den bezeichneten Richtungen? 

Nach Gleichung 5 ergeben sich, indem man «r. = und m = 4 setzt, 
die Anstrengungen zu 







«X 


= <rr 


— - 


ay 
4 


=-- GOO — 


7 = .525.t 
4 




und 


Sy 


= ''y 


— - 


4 


=-- 300 - 


4 


Die 


Dehnungen 


betragen 


mit J';=2000 000*t 








£^ = 


E 


= 


5l>5 


= 0,000 se , 




2 000 000 








ey = 


8y 

E 




150 


= 0,000 •75. 






2 000 000 



Hierbei sind die Anstrengung 8g und die Dehnung f. auTser acht gelaiseD. 
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B«i «iior Liing*^ des Z^limletn vun 10 "» ^^ lüOü «m tind einem Dmcli- 
messi^r von 2 »" = 200 «« wurde 

die plE^tiÄche Verlilngerung J d ^= *^ ' 2 ^= 0,(Wt* ■ 1000 ;= Ojti^^ 
nnti die fllaÄtasehe Erwejtenmg J / ^ t^ ^ d = O^^ooirrs - 200 ^= O.äi.v «™ 

Tritt an Stelle der Zugspannung <t^, — 300 *t paraUel mr Acbae ein^ 
gleicli grot&e Dmekspannting^ so «ird 

^. -- 'T, + ^ = eoO + ^ - 675*S 

4 4 



075 



2 0OQ0O0 



^ = 300 + ^ 

4 4 

^ 0,000 ait 1 , 



450 •*, 



= <i,0«HJS , 



' "^ 2 000 OIjO 
J iJ = O.owstT 5 ■ 200 = rot. 0,31 «m , 
J l — ü,iK>MiA ■ 1000 = 0,!J<ft am . 

e) Zug- und Dmekspannungen and Delitiun^eo in der Achsriehtnng 
eines Verboadstabes, 

Unter einem Yerbündsiabe wollen wir einen prismatischen Stab 
TefsteheHi der in symmetrischer Anordnung zu seiner Achse aus 
Stoff lieh verschiedenen prismatischen Längsteilen so zusammengefügt 
ist, dafs eine gegenseitige Verschiebung der Teile nicht eintreten 
tann; die Zahl der Stoffe soll hier auf zwei beschränkt werden. 
Ein aoleber Verbundstab entsteht z* B., wenn eine Eisenstange in 
einen prismatischen Beton- oder Zementkörper eingebettet wird. 

Greifen achsiale Zng- oder Druckkräfte A" einen Verbundstab 
(Fig* 57 a und 57 b) an, so entsteht die Frage, welche Spannungen 
und Dehnungen wer- 



■^^ 



iL 



den in den stofflich __ Fig. 57 a. 

Ttrschiedenen Teilen 

desselben hervor- 
gemfen? 

In folgendem be- 
seicbnen nun ö, und 
öj die anter der Wir- 
kimg der Achsml- 
kräfte A' in den stoff- 
lich verschiedenen Teilen auftretenden Spannungen, F, und F^ die 
Queracbmtte, i'i und E^ die ElastiÄitätszahlen der beiden verbundenen 



Fig. 57 b. 



-J^^ 



i¥- 



'- — ^- 
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Steife. Bei der gemachten AnDahme gegenseitiger ünversehiebhtf^ 
keit der Teile erfahren diese natnrgemäfs die gleiche Verlängerung /!/, 
bezvr. die gleiche Dehnang e. 

Nach Gleichung 2 bezw. 2 a ist diese gemeinsame Dehnang 
f&r Stoife, welche dem Hooke'schen Gesetze folgen, 

Gleichmäfsige Verteilang der Spannungen o^ und o^ auf die 
Querschnitte F, bezw. F^ vorausgesetzt, fordert das Gleichgewidit 
zwischen den äufseren und inneren Kräften ferner 
7) A^=ai-Fi + a^'F^. 

Aus Gleichung 6 und 7 folgt 

^ ^ K'E, _ K _ K 

F\I\+ F^E^ TP _, jp l^\ V I ^2 



8) 



00 = 



KE^ K K 



Fl El + F^Ri „ -^1 1 7? mFi-\- F2^ 



ö, K 



wenn ^ mit m bezeichnet wird, und die gemeinsame Dehnang 



^^ ^ E, F,E, + F,E^' 

wobei o^ und a^ und e mit A" im Vorzeichen gleichstimmig aus- 
fallen. 

Folgen die Stoffe nicht dem Hooke'schen Gesetze, ist dagegen eine andere 

«•• 

Abhängigkeit zwischen der Spannung nnd Dehnang bekannt, etwa c = -= , 

JE 

so tritt an Stelle der Gleichung 6 eine Gleichung von der Form c = -^ = -^ . 

Die Gleichungen 8 unterscheiden sich von Gleichung 1 dadurch, 
dafs in den ersteren die Spannung o abhängig, in der letiteren 
unabhängig von dem elastischen Verhalten der Stoife erscheinen. 
Für Ei = E2 = E gehen Gleichungen 8 und 9 in die GL 1 und 2 

Ober; es wird a. = a^ = — — = - und € = -=r. 

^ ^ Fl -^ F2 F E 

Nach den Gleichungen 7 und 8 sind die in beiden Stoffen 
eintretenden Spannungen a^ und (Tj verhältnisgleich den Elaaüzit&ts- 
zahlen E^ und E2 derselben. Stehen nicht auch die FestigkeitsD 
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beider Stoffe in gleichem Verhältnis zueinander, so sind bei einer 
bestimmten Belastung K die Sicherheitsziffern n^ und n^ der beiden 
Stoffe gegen Bruch verschieden. 

Verlangt man, dafs die Spannungen «r^ und a^ im gleichen Verhältnis 
mit den Festigkeiten der verhundenen Stoffe, oder in irgend einem anderen 

Verhältnis — = ß stehen sollen, so müssen auch die Dehnungen e^ und e^ ein 

entsprechendes Verhältnis aufweisen; es mufs sein 

«1 = —■ ond Ca = "xf 1 also — = ~ • ^ = "■ ^^^ daraus 

•.-.-(l-')-.-il-)i-('-?)4- 

Dieser Unterschied in den Dehnungen beider Teile mufs zur Zeit der 
Herstellung ihrer unverschiebbaren Verbindung bereits vorhanden sein und 
einer derselben daher vorher eine solche Anfangsdehming b^ — s.^^ bezw. eine 
entsprechende Anfangsspannung «r^ erhalten. Letztere mürste für den Teil von 
der Elastizitätsziffer E^ 

<r,^ = (fi — ffa) ^1 = (l ~" Ä^J ^1 oder för den anderen Teil 
«»« = («j-«i)-E^i = (l--)*'a betragen. 
Beispiel 1: Der Verbundstab besteht aus Schmiedeisen und Gufseisen, 

:. ^ E\ 2000000 o • X t:, . z. rr .n » J 

sodafs m = -^= IQOQOOO '^ Femer sei i^j = /;= 10 cm» und 

K=+ 15000 kg (Zugkraft). Dann wird nach Gl. 8 

^ ^•^««^ = 1000at, 



= 500at. 



Da für Schmiedeisen Z, = 3500 •* und für Gufseisen Z.^ = 1300 »*, so er- 
gibt sich für ersteres die Sicherheitsziffer n^ = ^j-jr^ = 3,6 und für letzteres 

1300 
H.J = -^-r-r- = 2,e . Verlangt man für beide Stoffe gleiche Sicherheit gegen 

Bruch, so mufs /9 = — = ^ = 7—^ = rot 2,7 sein. Dann folgt aus Gleichung?, 

(Ti J&j 1 oUU 
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Die AnfangsspaniMing fßr Schmiedeisen möfste betragen 
^i« = (l - t:) • 1095 = + 285*t 

und ftr das Gufseisen <r_,^ = 1 1 ^'- 1 • 40ö = — 142 •* 

entsprechend einer Anfangsbelastung K^^ = + 10 • 285 = + 2850 kf 

bezw. X,^ = - 10 • 142.« = — 1420 kf . 

Beispiel 2: Ein Elsenstab 3 cm* Querschnitt ist achsial in einen prisma- 
tischen Betonkörper*) von IOO^b^ Qnerschnitt im spannnngriosen Zasttode 
einbetoniert. Für Zugspannungen in Beton sei £!, = 100000<^t, also 

Wird der Verbnndstab durch eine Zugkraft von 4000 kg ergriffen, so wird 
für den Eisenstab 

4000 ^^ , 

^"^""20" 
oder für den Betonkörper <r , = '——== 25 »* . 

Ersterer trägt 3 • 500 = 1500 kg, letzterer 100 • 25 = 2500 kg. 

Bei diesen Spannungen ist die Festigkeit des Eisens in nicht befnediget- 
der. diejenige des Betons in unzulässiger Höhe in Ansprach genommen^ Der 
Eisenstab soll mit einer solchen Anfangsspannung «Tj^ einbetoniert werden, 

dafs ß = -- =200 wird. Aus Gleichung 7 folgt dann 

' "^200 

Die Antangsspannung des Kisenstabes muls 

betragen. Der Eisenstab trägt jetzt :i • 1143 = 3429 kg und der Betonkörper 
100- 5,71 = 57 1kg. 

Wird bedungen, dafs der Eisenstab nur 1000**, der Betonkörper 5« 
Spannung erhalten und das Querschnittsverhältnis beider -=r = 40 sein soll, 

so ergibt sich aus Gleichung 7 der erforderliche Eisenquerschnitt 

4000 ., , 

'' = 1000 + 40.5 = '^>^"° 
und für den Betonkörper /', = 40 • 3,83 = 133,3cni2 . 



*) Die Elastizitätsziifer ist für Beton mit der Spannung tr Terftuderlich. 
Die in den Beispielen angenommenen Werte für Druckspannungen £'•==200000«^ 
und für Zugspannungen £^2 = 100000 &t sind Mittelwerte fQr die niehsten 
Intervalle beiderseits des spannungslosen Zustandes. 



Atifäfipfip&imung des EUeustabea mors jeUt sein 



'i* 



=(> -'S) "'"'>= «"°' 



ßciipiel 3: Bei Herstellung des Verbaadstabes in Beispiel 2 — Eisen- 

^Qet^hnitt F1^3ci!ja^ BetootiiierschDitt F^ =^ 100 o»* — werde die Eiseü&inlajfe 

d^ch Irgend eine achsiale Zugkraft K^ von 3QM H in einer Anfangsspanuang 

ftOOO 
<ri = — j— — 1000»' «rhalten und nach völliger Erhärtung des Betons durch 

Bewitigutig der Kraft K^ entlastet. Jetzt strebt die Eisenstange in den 
defanangä- und ipannutiptuseD Zustand zarnekEiikehren; dam widersetzt eich 
fther In gewisaem Grade der sie einhaltende Betonkörpeii der dadurch ein» 
^f#wisie Druckspannung und Verkürzung erflhrt. Da auTsere Kräfte auf den 
Verbtiodstab ouo nicht mehr einwirken^ müssen die einander entgegenwirkenden 
InntTen Spannkräfte im ÜJäen und Beton sich dat Gleich gewicht halten. In 
jf*dHni Querschnitt mafs sein die Summe aller Spannkräfte 
IjJ Fi*fi + Ji<f, = 0, 

wenn *t, wieder die Spannung im Eisen, <r, diejenige im Beton bezeichnet 

Während die Spannung in der Eiseneinlage fon <r,^ auf ^j zurück geht, 

Terra indert sich die Dehnung der Stange ura t ^ — e^ = — -g; . Ein© 

genau gldehe negative Dehnung «ri^hrt dabei die BatonhüUe, wälirend ihre 
Spannung von auf tr.^ anwächat. D&raua folgt die Gleich nng 



2.) 



»d 



'!«' 



^. 






Die Ldaung beider Gleichungen 1^ und i?, ergibt 



l + 






F, "^ M, 

F 
Für #;=i3ciiii /:^lOr)cm^ also --J = 0,(ö und lUr Schmiedeiaen 

^, ^ 2000000 »l, für Druckspannungen im Beton E^ ^ 2t)0OOO *t, also ^ ^ 10 
wird I0<i0 _... ^ 



+ 0,oa-lO 
lOtiO 



= -2:),i»t. 



0,1» 



+ 10 



Di« iii allen Querschnitten von den beiden StaJfen wedtsetweise auf einander 
mmg^nhu Zng' hezw. Druckkraft iat 770* 3 = 23,i • 100 = 2310 kg. 

Wird der Verbuadstab einer beliebigen Achsialkraft K ausgesetzt, so 
tritt an St«Ue der Gleicbtiug tf^ F^ 4- tr, F. == die Gleichtiug a^ /\ 4 <r* ^\— K . 
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Hieraus ond aus der Gleichnog 2. ergibt sich daiui 

. A' E. 
"-^T/ E, 

>. • E, 
K ^ 
F, E. , K_ 

K ^\ ' '^ f-t' 
F, E, 

Far A'' = gehen die Gleichnngen 4^ in die Gleichungen 3, ftber. 
FOr A'=2000 wird 

2000 



^i . -T- ;r • 



1000- 



100 



10 



1-fO,«»- 10 

20«)0 . 10 



= 4- 1»23 »• 



1000 



100 



,3'- +10 

0,03 



-i- - — == — ii«. 
1»)0 ' • 



För A'= HOOO wird tr^ = 1000 

<r , = wie zu erwarten. 
Für Ä''=4000 wird 



100 



1 4-0,08. 10 



= + 1077 »S 



1000 



, 4000- 10 
■^ 100 



4000 



• +.0 '«« 



- + 7,Tat. 



Da ff., sich jetzt als Zugspannung herausstellt, wie zu erwarten war, so 
mufs die dafür mafsgebendc kleinere Klastizitätszifier Ä|= 100000 ■*) 

also -^ = 20 angenommen werden. Dann wird 

4000 . '20 
1000 4- 



100 



1 + 0,rw . 20 

4000 • 20 



= +112:»*t. 



10004- 



100 



4000 



1 
0,0a 



+ 20 



100 



4- 6,M »» . 



Die Frage, ftir welche Druckkraft — Ä" die Spannung <r, in der Eisen- 
einlage gleich Null wird, beantwortet sich nach der ersten Gleichung 4„ indem 

man den Z&hler im Ausdruck für ff^ gleich Null setzt. Es wird dann für ^ = 10 



A' = 



^1., >i • f^: 



^ 



1000 100 



und dabei 0*^ = — 10 i^t . 



10 



= 10000 kg 



II, Hf'hut»- adtr :^('hrrHpfinnuft^ep, Gleitn tigert. 



«9 



II. Schub- oder Scherspannungen, Gteitungen. 

Befindet aich ein Körper unter der Wirkung aufserer Kräfto 
im Öleicbgewicht und fallen die Mittelkräfte M der beidersoita 
einer Seboittebene tt angreifenden Kr^ftegruppen in diese bineln 

Fig. 58. Flg. 58 a. 








m 



^ 



K 



(Fig. 58, 58 a und 58 b), so streben dieselben die Teile des Körpen 
£u beiden Seiten des Schnittes in der Scbnittebene gegeneinander 
ZI2 ?erschieben. Dadurch werden in dieser sogenannte 
Schtth- oder Scheräpannungen wachgerufen, welche sieh ^^^^' '*^^- 
der Verschiebung widersetzen und in ihrer Gesamtheit 
mit den äufseren Kräften im Gleichgewicht stehen. Die 
Verteilung der Schiibspannkräfte über den Querschnitt 
hangt von der Art des Angriffes der lufseren Kräfte ab; 
sie ist im allgemeinen keine gleichmäfsige, d.h. die Schub- 
spannung ist weder nach Richtung noch Gn'illäe in allen 
Querschnittspunkten dieselbe, der Gesamt widerstand aber, welchen 
am Querschnitt der Abscherung entgegen zu setzen vermag, ist bei 
den meisten in der Anwendung vorkommenden Querscbnittsformen 
annähernd verhältniagleich der abzuscherenden Fläche. Bezeichnen 
wir die durehsebnitüiche Schubspannung eines Querschnittes F in 
der Richtung der angestrebten Abscherung mit t^, so mufs sein 
1) J^ = T^F. 

Die durchschnittliche Scbubspannung t,»=— , bei welcher die 

I* 

Abschernng wirklich eintritt, kann nach vorliegenden Versuchen m 
rund 0,« der Zug- oder Druckfestigkeit des betreifenden Stoffes 
angenommen werden, wobei, wenn beide verschieden sind, der 
Kleinstwert m berücksichtigön ist. Demgemlfs ist die znlässigs 
mittlere Schubspannung eines Stoffes zu etwa t^ ^ Os ö zu wählen, 
wenn <? die zulässige Normalspannung bezeichnet 
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Zweürr AhacfmitL Elmtizitiit und Ff^ttffkett ^israder iStö^ 



Fig, 59. 



"^ 






K* 



Wirkt dif Mittelkraft B der angreifenden äufsereo Krl 
bezw. die etwa allein angreifende Kraft K (Fig* 59) nicht in der 
Schnittebene, sondern in einem gewissen Abstände / 
Ton derselben parallel m ihr, so bildet der in der 
Schnittebene auftretende, der äufseren Kraft K ent- 
gegengesetzt gleiche Scherwiderstand T ein Kräfte- 
paar mit K, unter dessen Wirkung eine später xu 
behandelnde Biegung oder Krümmung des Stab^ 
entsteht Daneben aber ist mit den Scherspannungen 
eine Formänderung verbunden, welche darin besteht, 
dafa sich die zwischen der Schnittebene tt und dem Angrifispunki 
TOB A' gedachten Querschnitte in ihrer Richtung parallel zur 
am ein gewisses Mafs gegeneinander verschieben, so dafa die mr 
Schnittfiäcbe ursprünglich rechtwinkligen Flächen, z.B. AB und /><*, 
sich um den Winkel }* schiefwinklig zu ihr stellen, das rechtwinklige 
Parailelepipedon ABCIJ in das Bhomboid ABiCjl} übergeh 
Den Winkel ;' nennt man den Gleitwinkel oder die Gleitiing< 
Sie entsteht also lediglich als Folge der Schnbspannungen und bat 
fQr diese eine ähnliche Bedeutung wie die Dehnnng f&r die Zug 






und Druckspannangen. 

2) 



Wie diese £ = y>, so ist 

1!/ 



y^ 



G 



also auch verhältnisgleich der Scherspannung r, O ist wie E 
vom Stoff abhängige Erfahrungszabl und beide stehen in bestimmter 
einfacher Abhängigkeit voneinander» O nennt man die Gleitzahl 
oder das Gleitmafs. Ehe wir zum Nachweis der Abhängigkeit 
zwischen der Elastizitäts- und Gleitzabl schreiten, wollen wir kennej 
lernen die 
Beziehung zwischen den Schubspaiinun^eii in zueinander recht- 
wiubligen Ebenen. 
Denken wir uns aus einem in beliebiger Weise von äufseren 
Kräften ergriffenem Körper an irgend einer Stelle ein unendlich 
kleines rechtwinkliges Parailelepipedon mit den Kantenlängen dj^, 
dif und dz herausgeschnitten und die in den Seitenflächen desselben 
wirkenden Spannkräfte als änlsere Kräfte angebracht (Fig, HO), so 
mufs das Körperelement unter der Wirkung derselben im Gl 
gewicht sein. Der Übersiehtljehkeit wegen möge hier zunächa 



it 

i 



J!. Mttift* und ^vhcr<pftHHitmjfN, Gh'iltt^tfjf'n. 
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mngeßornmen werden, dafs die Spannungen reine Schubäpanimngeit 
sind, Dar in den ?ier Seitenflächen aenkrecht ^ur -Y- und F-Ächse 
Torkommen und hier zur Z-Ächse senkrechte Richtungen auf- 
weisen. Normalspanniingan sollen also vorläufig ausgeschlossen sein. 



Fjg. m. 




är 



JL 






1^1.'**^ 




M 



Die Schubspan- 
nungen in der Rich- 
tung der A'- Achse 
wollen wir mit r, , die- 
jenigen in der Richtung 
der F- Achse mit r^ 
bezeichnen. 

Da die Spannun- 
gen innerhalb eines 
K.^rperB an verschie- 
denen Stollen im all- ^^ 
gemeinen von verschiedener Gröfae sind, so müssen die in einander 
gegenüberliegenden Seitenflächen des unendlich kleinen Parailel- 
epipedä auftretenden Schubspannungen sich nm Beträge är^ bezw. 
dr]f voneinander unterscheiden. Ist die Schubspannung also in den 
Flächen AB€D und ADEF gleich r^ bezw. r^,, so ist sie in 
EFGII und BOHG gleich r^ + dr^ bexw. T^+dr^. Es ent- 
stehen also in den vier Seitenflichen die Schubspannkräfte T^d.vdi 
in ABCD, {t,+ dx,\dx^dz in EFGH, T,ydi/*d: in ADEF und 
{r^ + dr^)dif^dz in BCHfU ^reiche Kräfte wir una in den Mittel- 
linien JM bezw. KL^ KJ und LM der Flächen wirkend zu denken 
haben. Der Richtungssinn derselben hängt von dem Angriff der 
itifiteren Kräfte ab, das Gleichgewicht verlangt aber, wie leicht 
ersichtlich« dafs sowohl die beiden in der Richtung der A'-Acbae 
wi© der Y-Achse tätigen Kräfte eine Mittelkraft Null, also ent- 
g^eagesetzten Richtungssinn haben, je ein Kräftepaar bilden. Das 
Orehuogsgleichge wicht verlangt ferner» dafs beide in der Ebene JA'Lif 
liegenden Eräftepaare erstens einander entgegengeset^tten Drebungs- 
sinn und zweitens gleiche Momente haben. 

Ans der ersten Bedingung folgt dafs die in s&wei benachbarten 
SeitenfläcboD des Farallelepipeds liegenden Spannkräfte gegen die 
SehnittllDie denselben gleichen Richtungssinn haben müssen, denn 
andernfalls wäre ein entgegengesetzter Drehungssinn nicht maglich 
and die zweite Bedingung führt in Bezug anf eine zur X-Acb^e 
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parallete 

erscheinend 



(in 



e) 



der rechtwinkligen Projektion Figur 61 ala Pn 

Schwerpunktsachse m der Momentengleichoog 



d^ 



(y 



Tjf^d^v*ds-~ + {T^+dT^)'da?'di*-^—T^*äi/^d 



2 



Ix 



Fig, fTL 



..t/^-rfr 




j(^f,Hn^it^ds\ 



('Cj+rfljjrfj»,^- 



— (r^ + är^) dif di'^^0, 

woraus folgt, wenn man mit d.r-d^/d: dividiert und die unepdlidi 
kloinen GrÖFsaii dr^ und dr„ gegen die endlich r^ und r^ TßrnachlA35igi_ 

^ = ^. 

Komnaen entgegen der genoüchten Annahme in sänitlicheii Smt«i}" 
flächen sowohl beliebig gerichtete Scbubspannungen als auch Nor 
Spannungen vor, d, b, wirken in allen 
Seitenflilcben beliebig gerichtete 
Spannungen, so wird auch dadurch 
an obigem Ergebtiia nichts geändert. 

Zerlegt mau nämlich die in 
den senkrecht 7ur X- und Y-Achse 
gerichteten Flächen in heliebiger 
Richtung wirkendem Schubspann- 
kräfte in solche parallel zu den drei Achsen* so haben die partlll 
zur Z- Achse gerichteten Seitenkräfte in Bexug auf die ihr parallel 
Schwerpunktsachse kein Moment, kommen also für obige Momeitteii 
gleicbung nicht in Betracht, die in die Richtung der X~ und F*Acbs 
fallenden Seitenkräfte sind aber oben schon berücksichtigt — Die 
in den Flächen senkrecht zur Z- Achse wirkenden SchiibspaTinurigea^ 
sowie etwa vorhandene Norraalspannungen liefern Kräfte, welche di 
angenommene Momentenachse schneiden oder mit ihr xusammenfalleu 
also gleichfalls zu der Momentensumme keinen Beitrag bringeti uni 
daher auf das Drehungsgleichgewicht des Kflrperelementes ohne 
Einflufs sind. Auch etwaige Massenkräfte (rsewicht, Trägheit 
widerstand etc), deren Mittelkraft ira Schwerpunkt angreifen mQfst 
sind aus gleichem Grunde ohne Einflufs, 

Was hier für die Schubspannungen senkrecht zur Z-Aeb^j 

bezw. zu den ihr parallelen Kanten nachgewiesen ist, läfst sich iM 

genau gleicher Weise för Schubspannungen ?ienkrecht zur A'- QQf 

F« Achse nachweisen und es gilt daher all(,'emein der 8tU: 

Die an irgend einer Stelle innerhalb eines K6t] 
pers in zwei zueinander senkrechten Ebenen normml 



II. iydttth* ttntl SchrtsfmfinHhfff'Yi, Gkttmtffen, 



n 



Fig. m. 



iU 



zn deren üurcliscli nittsHnie auftretenden Schobapan- 
nungen sind einander gleich und habün gleichen Rieb* 
tungssinn gegen jene Purchschnittslinie. 

Alle Seh ubspannungen treten also pevTissermafsen paarweise auf. 
Ist in irgend einem Punkte einer bestimmten Schnittebene Schab- 
spaonung nicht vorhanden, so tritt auch in der dazu senkrechten 
Ebene an botreffender Stelle Schubapannung nicht auf. Mit Hilfe 
des hier gewonnenen Satzes läfst sich nun auch die 

BessiehunR Ewischeu der Elastiiitäisziffer E mid der äleit- 
zahl G naehweiMen. 

An einem kleinen rechtwinkligen Parallelepiped von dem 
quadratiaclien Querschnitt tt X n und einer Länge 1 (rechtwinklig 
7MX Bildfläche gemessen) (Fig. G2) wirken in den vier Seitenflächen 
parallel den Kanten ^a:' gleichmarsig über dieselben 
Terteilte Schubspannungen. Wie oben festgeatellt, 
Ditisaen dieselben in den in einer Kante ^1" zusammen- 
stofsenden Flachen einander gleich und zu dieser 
Kante gleich gerichtet sein. Die demnach in allen 
vier Seitenflächen gleiche Schubspannung werde [^ ,, 
mit r bezeichnet* so dafa auf jede Seitenfläche i 
eine Schubkraft a -t kommt Führt man jetzt einen 
Schnitt nach .1^ ' und betrachtet den Abschnitt ADC 
(Fig. Ü3J, so verlangt das Gleichgewicht an der 
Schnittfläche AC eine normale Druckkraft von der 
Gröfse V2'{aTf-^arA^2, welche durch die Mitte 
von A < * geht und über die Fläche A f*=tf V 2 gleich- 
mir^ig verteilt angesehen werden kann, so dalli an 

^r*l^2 

a-\ 2 D^ —^ 

auftritt. Eine gleicbgrofse reine Zugspannung +t \ / 
verlangt das Gleichgewicht in der Schnittfläche BD /^\ 
(Flg. M). In Schnittflächen parallel A** bezw. BD dl^Ir 
barrscht, wie sich leicht zeigen läfBt, die gleiche 
Druck- bc^w, Zugspannung, unter der Wirkung dieser reinen Zug- 
und Druckspannungen in der Richtung der beiden Diagonalen erfährt 
die eine -l^' von der Länge d eine Verlängerung Ad und die 



A C eine reine Druckspannung r» = ^ - 



I / ^ 
Fig. H4. 
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andere BD von gleicher Länge eine Verkürzung Jd. Aus dem 
Quadrat (Fig. 62) wird daher ein Bhombas (Fig. 65) Fig. 65. 

(dessen Diagonalen sich rechtwinklig schneiden). d^,- ~^c 

Zur Berechnung des Winkels y, der Gleitung, / ^^ y /! 



bedenke man, dafs 2^ DBC=^ 45^ + ^ und daher / a^.^^! 



Ad 



d 



y y 
da aber y stets nur klein sein wird, kann tg ^ = ^ und 

tg450+tgf 1 + f 1 + ^ 
tg(45'> + ^ = ^ 

gesetzt werden, so dafs ;/=2— = 2^ wird. Wegen der in den zu- 
einander rechtwinkligen Diagonalrichtungen gleichzeitig herrschenden 
Zug- und Druckspannung r wird nach S. 61 die Dehnung 

3) • . = ^.(i + l).also 

r T.2 / 1\ 

y = — = 2 €= -^ \l + —j, woraus folgt 

4) G = --; r— . Für m = 4 wird G = 0,4 i\ 

Wirken nicht nur rechtwinklig zu einer Kantenrichtung, sondern 
rechtwinklig zu allen drei Kantenrichtungen Schubspannungen r^, 
Ty und T;, so entstehen auch in allen drei Richtungen die ent- 

sprechenden Gleitungen /^ = -^ , yy = -^ und ;/. = -^ . 

Nachdem so die Beziehung zwischen O und E und damit auch^ 
die Gleitzahl G selbst bekannt geworden, steht der beliebigen 
Anwendung des in Gleichung 2 ausgedrückten Formänderungs- bezw. 
Gleitungsgesetzes nichts mehr entgegen. 
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Bei der Berechnting des Scheiwiderstandes wurde oben der 
Begrifi einer in der Schnittebene herrsclienden mittleren Scher- 
spannung r^ zu gründe gelegt. Auf die Verteilung der Scher- 
spannungen über die Schnittfiäcbe und die eintretende gröfste Scber- 
annung werden wir später noch zurnckkommen. 



Anwendnngen. 



Fig. 06. 




r^ 



X 



T 



Die Scherfestigkeit kornrntr be&owders bei den XletT erbind an gen in Frage. 
Will «lan zwei Stäbe von rechteckigem Quertcbnitt (Fkchfcisen)* die Ton 
LüDgskräfteD Ä^ ergriffen sind, 
dordi Nietung verbinden, so 
k&nn das entweder nach Mafs- 
gab# der Fig Of> dnreb l*ber- 
einanderiegen der Stabenden unter 
rweodnng eines Nietboliens, 
wenn die Mittellinie der 
e in einer Geraden liegen müsflen, wie in Fig. 67 gezeichnet, unter Be- 
nng einer Lasche mit £wei Nietbolsen, oder endli^b nach Anleitung der 
6^ dnreh zwei I^aschon und 
ei Nietböken geechehen. Da- ^if* ^^' 

i wird in allen Fällen voran«- ^ 

gesetzt, dafs die xyl in dri sehen 
I^^ber dnrch die Nietbolzen völlig 
ansgefQllt werden, wua ein Ein- 

nehün der letzteren in erwärmtera (scbwaeb weif^glühendem) Zustande erfordert, 
Rollte nun die Vernietung durcb die Krlfte A' zerstört werden, so müfsten 
in erster Linie die 
bHerfestigkoit des Niet- Fif, <i8, 

iliene in der mit der Bb- ^ — x ^ — -v 

Dgiftbene der Stäbe .^ 
flg. €€), oder der SUibe 
pd Luchen Fig. ft7 nnd 
lusaramenfallenden QnerBchnitt^^fläohe a(* Fig. 60 beiw. ab nnd cd Fig, 6S, 
neben über auch die Eelb^ng in den Berährtin^stlächen überw^inden. Die 
eingebogenen Niete d^jhen ?ich närolich entsprechend ihrer Äbktihlnng 
innen und pressen dabei die Stäbe mit eine gewisse Reibung erieDgendepi 
Pmcke anfeinander. Der dadurch entstehende Reibung» widerstand iftt indes 
nnsicherer Faktor nnd entsieht sieb einer zoverluiisigen rechnensehen Be- 
eilung; wir wollen daher hier nur den Scherwiderat&ud der Nietboken in 
ebt tiehen. Bei einer Vernietung nach Fig. 66 ist der Scherwiderstand 
Kietqaefichnittei u b ^ bei einer solchen nach Fig, 67, deijeoige des 
fiiin öder anderen Nietquerschnittes, bei einer Vernietung nach Flg. 6S end- 
lich ist der Scherwiderstand beider NietquerBchniit« lu überwinden* In den 
erst#Ti beiden Fälleu nennt man die Niete einsehe r ig. tm dritten iweischerig. 
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Ist F der Querschnitt eines Nietes, d sein Darchmesser, so besteht 
nach Seite G9 zwischen der mittleren Scherspannung t^ und der Kraft K bei 
einscheriger Vernietung (Fig. GS u. 67) die Beziehung 

und bei zweischeriger (Fig. 68) K= 2 Fr^^ —-— • t^ . 

z 

Nach S. 69 kann gesetzt werden die zulässige Scherspannung r^=0,8-<r, 

wenn ff die kleinere der zulässigen Normal- oder Längsspannungen ist. 

Beispiel I: Für d=2cni r^ = 0,8<r = 8. 1000=800«» ergibt sich die 
zulässige Längsbelastung der Verbindungsstelle f&r einscherige Nietung 

Ä'=—^- 800 = 251-2 kg und für zweischerige Nietung JSr=?-^- 800 =5024 ►?. 

Soll bei der gleichen zulässigen Spannung ra( = 800«* die Belastung 
JSC=6000k|f betragen, so mufs sein bei einscheriger Vernietung 

, ^/60Ö0.4 
^'=1' 77800 = ^^'''^^" 

und för zweischerige Nietung (1==]/ — önn '^*^»**^"- 

Die Vernietung bringt infolge der notwendigen Durc])lochung und da- 
durch bedingten Querschnitt^verminderung der Stäbe eine gewisse Schwächung 
derselben an der Verbindungsstelle mit sich. Ist 
die Breite der zu verbindenden Stäbe &, ihre Dicke d, Fig. 69. 

so ist der dem Zerreifsen widerstehende Rein- f-d>^ 

querschnitt an der Verbindungsstelle (Fig. 69) 1 jpTJ l*^ 

gleich {h — d)d und die zulässige Zugbelastung ' ^. ^ — Zud 

K={h — d)dff, Eine zweckraäfsig hergestellte 

Verbindung mufs die Bedingung erfüllen, dafs ihre Widerstandsföhigkeit gegen 
Zerreifsen ebensogrofs ist, als die gegen Abscheren. 

Daraus folgt für einscherige Nietung die Gleichung 

1) K=(b — d)d'ff=—j-'0,fiff 

4 

und für zweischerige 

2) K=(b-d)^'ff='^'0,t'ff, 

Zwischen den Querschnittsabmessungen und dem Nietdurchmesser maus 
ulso die Beziehung bestehen: 

1) für einscherige Nietung (b — d) <J= 0,i • jt • d' und 

2) für zweischerige Nietung (6 — d)r?=0,4-jr-d*. 

Beispiel 2: Für 6 = 8 cm, (y=l^2cm wird im Falle 

1) d = 8,10 cm 

2) d = 2,8ocm. 
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Im Falle 1 erzeagt eise Zugbelastung ir=6000 an der Verbindungs- 
stelle im Stabe eine Zugspannung (r=j^ — 5— r-r- = rot 1000»* und eine Scher- 

(0 — 0,1) 1,2 

Spannung im Nietquerschnitt t^=5-^ — = 800»*, während im Falle 2 sich 



für eine Zugbelastung K Yon 6800 ^g im Stabe die gleiche Zugspannung und 
in den beiden Nietquerschnitten die gleiche Scherspannung ergibt. In beiden 
Fällen herrscht also annähernd gleiche Sicherheit gegen Zerreilsen der Stäbe 
wie gegen Abscheren der Niete; T^=Tot0^9ff. Da indes im Falle 2 (An- 
wendong yon Doppellaschen) zur Verbindung der Stäbe ein wesentlich kleinerer 
Nietdnrchmesser genügt (2,« gegen 3,i cm), so war die Schwächung der Stäbe 
eine entsprechend geringere, und die zulässige Belastung K eine entsprechend 
gröflsere (6800 — 6000 kg). 

Aufserhalb der Verbindungsstelle, wo der Stab seinen vollen Quer- 
schnitt behält, besitzt er bei gleicher Sicherheit ein Tragvermögen von 
K:= 8. 1,1. 1000 = 9600 kg. Von dieser Tragfähigkeit sind im Falle 1 
600O . _ ,. . 6800 17 



9eoo 



= »/8 = 0,e«6 oder 62,5 >, im Falle 2 9ßöÄ = öT=ro^M oder 70 > 

exbalten geblieben. Das Verhältnis der Festigkeit, bezw. des Tragvermögens 
d%T Verbindung zu dem des ungeschwächten Stabes nennt man das Güte- 
^«rhältnis der Verbindung. Bezeichnet man dasselbe mit r^, so ist allgemein 

b — d 

Handelt es sich anstatt um die Verbindung von Stäben um solche 
Ton Platten, so treten an die Stelle der Einzelniete sogen. Nietnähte. 



Fig. 71. 



Fig. 70. 





(VergL Fig. 70 u. 71.) Denkt man sich die Platten in Stäbe zerlegt» deren 
Breite gleich ist der Nietentfemung Z, so bleibt die Bechnung grundsätzlich 
dieselbe. 
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Beispiel 3: Dio Nietnaht zweier Blechplatten hat wie die Platten selbst 

für ihre Längeneinheit eine Zagkraft P zn übertragen. Die Yerbindang soll 

80 hergestellt werden, dafs die Zngspannnng des Bleches in der Naht <r und 

die mittlere Scherspannung der Niete r^ = %%ff beträgt. Die erforderiiche 

Blechstärke d^ die Nietstärke d nnd die Nieten tfernnng l sind unter der An- 

, ... j I. j TT v^ii__. Nietdurchmesser d . ^ * * 

nähme zu bestimmen, dafs das Verhältnis — =r^ — , ,, , =— = in ist. Auf 

Blechstärke ^ 

die Länge l einer Nietteilung entfallt eine Kraft l-P. Dieselbe mois einerseits 

als Zugkraft von einem Reinquerschnitt {}--d)d der Platten und andererseits als 

Scherkraft von einem Nietquerschnitt — j- aufgenommen und übertragen werden. 

Das führt, wenn die Verbindung nach Fig. 70 hergestellt wird, zu den beiden 

<51eichungen Pl=(l — d)d'<r und P/= — •d*-r„=— -rf'-OjSö-. Aufserdem ist 

4 4 

wie oben bemerkt — = w . 
o 

Die Lösung der drei Gleichungen ergibt 

und nachdem d bekannt geworden d = —, 

m 

d 
Für P=400kg ,r=800at und m = - = 2,5 

o 

. , , 400/5 , ^ \ ^^ , 400r5 , ^ (2,6.;: , X] . 
<J=Tr— = ^=0,8ocni. Das Güteverhältnis der Nietverbindung 

2,5 2,5 

^^/yiz:r=o,6s d.i. 62 >. 



II cm 



Bei Anwendung einer Doppelverlaschung (Fig. 71), also zweischcriger 
Niete geht die zweite der obigen drei Gleichungen über in 

P/==^.d^.0,8<r=^.d^«T; 

im Übrigen bleibt alles ungeändert. Die Lösung ergibt dann 

m 



///, Meine BietptngnifpitmfUfigen, Jiietfuttgttlinte, 7?^ 

Filr dieselben ZüLl werte nie oben wird 

<f=^^ = 0,rtrc™ 

— 6,* 

Efl iHÄg hier buri bemerkt warden, dal^ fiir manche Nietverbmdnngen 
cht aXWm m-hare KmftlibertrugiiGg, ioadeni daneben auch ein dichter Schlufs 
ler Kilbt« für <lie Bestimmönf der NieteDtfernong, Nietatärke n. h. w. he- 
«timmend in^ 4>«wieht fallt, worauf ein zugeben indes hier niclft der Ort ist. 



III Reine Biegungsspannungen, Biegungslinie. 

a) BiegnugsspanunDj^«]]^ Biegungämoment«. 
Ein gerader Stab beßnde aich unter der Wirkung äufserer Kräfte 
im Gleichgewicht und die beiderseits einer zur Stabachse rechtwink- 
en Scbniitebetie tt angreifenden Kräfte bilden je ein Kräftepaar, 
Drehungaebene rechtwinklig zur Querschnittsebene gerichtet ist. 
(Vergl Fig* 5*) Dann erfordert das Gleichgewicht jedes der beiden 
dorch den Schnitt getrennten Stabteile, dafs die in der Schnittebene 
auftretenden Spannkräfte in ihrer Gesamtheit gleicbfalls ein Kräfte- 
paar {P and —P) bilden, dessen Drehungsebene rechtwinklig lur 
Schnittebene gerichtet, und dessen Moment in Bezug auf das be- 
treffende Stabende demjenigen der dieses angreifenden äiifseren Kräfte 
entgegengesetzt gleich ist. Das gegen die Sehnittebene rechtwinklig 
drehende Kräftepaar der inneren Spannkräfte kann nur durch 
Spannungen normal zur Schnittebene, durch Normalspannungen, 
d. !. durch Zug- und Druckspannungen, nicht aber durch in der 
Ebene tätige Tangential- oder Schubspannungen entstehen; nur erstere 
kennen also durch den bezeichneten Angriff der äufsereu Kräfte iu 
dem Querscbnitte herTorgerufen werden. 

kDie im Bereiche und in der Kichtuug der Zugspannungen auf- 
etenden positiven Dehnungen oder Verlängerungen, und die im 
ereiche der Drtickspannungen entstehenden negativen Dehnungen 
ler Verkürzungen der Materialfasern haben eine Krümmung oder 
Biegung des Stabes zur Folge. Man nennt daher die auftretenden 
Kormal^pannungen in diesem Falle Biegongagpannungen und zwar 
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wegen des Fehlens anderer Spannungen, „reine Biegungs- 
spannungen"". Fig. 72 und 72a, ein Balken auf zwei Stützen 
mit gleichen und symmetrisch gelegenen Einzellasten und ein ein- 
seitig durch Einspannung oder Einmauerung festgehaltener, am freien 
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Ende durch ein Erättepaar ergriffener Balken, zeigen auf der Strecke 
AB bezw. CD Beispiele reiner Biegungsspannungen. 

Das bisher Gesagte gilt für jeden darin bezeichneten Kraft- 
angriff und fflr jede Querschnitts form des ergriffenen Stabes. In 
folgendem möge aber zunächst die vereinfachende Annahme gemacht 
werden, dafs die äufseren Kräfte unter sich und mit der Stabachse 
in einer Ebene liegen und dafs diese sog. „Kraftebene'' fQr den 
Stab eine Symmetrieebene ist, jeden Querschnitt rechtwinklig zur 
Stabachse also in einer Symmetrielinie, der sog. „Kraftlinie'' 
schneidet. Die Biegung sei so gering, dafs die damit verknüpfte 
Änderung der Richtung und Lage der äufseren und inneren Kräfte 
für das Gleichgewicht beider aufser Acht bleiben kann. Setzen wir 
ferner in fast völliger Übereinstimmung mit der Erfiahrung voraus, 
dafs jeder vor der Biegung ebene Stabquerschnitt auch nach 
derselben noch eben ist, so nimmt ein durch zwei parallele Quer- 
schnittsebenen begrenztes Längenteilchen ah cd des Stabes nach der 



die Form iiibyt^dy eines abgestumpften Keiles an> (VergL 
12 ofid 73). Die in der Nähe der konvexen Äufsenkante a b und 
in rter Richtung derselben eintreteode Verlängerung der Stoft- 
I eileben sowohl, als die nach der konkaven Äufsenkante ed hin ent- 
stehende Verkürzung werden, wenn man durch n rf || a^di zieht* 
durch die Keilstücke h^nt und eiuf dargestellt; sie sind also ver- 
haHnisgleichdemÄb* 



Fig. 7a. 



cff_fl 



-ikk 



stände der Material- 

fa^ern von der Schicht 

n Hl , welche weder 

Verlängerung noch 

Verkürzung erßhrt. 

Diese Dehnungs- und 

daher auch Span DUngs- 

lose Faserschicht wird 
dementsprechend 

neutrale Schicht ge- 
nannt Sie schneidet 
jeden Stabquerschnitt 

in einer geraden Linie 

n u , der sogenannten 

liiegungsaehse oder 

Spannungsnullinie . 

oder kurz Nul Linie des 

Querschnittes. Bei 

der vorausgesetzten Symmetrie der Querschnitte in Bezug auf die 
Kraftlinie kk (Schnittlinie der Querschnitts- und Kraftebene) kann 
die Nullinie nn nur rechtwinklig zu derselben gerichtet sein. 

Wie die Dehnungen der Material fasern, so sind nach den Aus- 
f&hrungen unter 1 S. 50 auch die mit ihnen entstehenden Normal- 
»pannungen a verhältnisgleich dem Abstände von der neutralen Schicht, 
bezw. von der Nullinie des Querschnittes, Denkt man sich daher 
in jedem Querschnittspunkte die dort herrschende Spannung als 
Ordinate rechtwinklig zur Querschnittsebene unter Berücksichtigung 
ihres Vorzeichens aufgetragen (Fig, 74), so erfüllen die positiven 
und negativen Spannungswerte je einen Keil, den sog» Spannungs- 
kail dessen geradlinige Schneide mit der Nullinie nn zusammen- 
ßllt und dessen Volumen J^^*^ ^^^ d^r einen Seite der Nallüaie 
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die Mittelkraft aller Zagspannkrftfte und aaf der andern Seite die 
Mittelkraft aller Druckspannkrflfte darstellt. Da das Gleichgewidit 

Fig. 74. 




des abgeschnittenen Stabendes verlangt dafs die Gesamtheit aller 
im Querschnitt tätigen Spannkräfte ein Eräffcepaar bilden, also ihre 

Mittelkraft \</JP-a = 



Fig. 74 a. 






^ 

J 



d->» 



ist, so mni's auch die / 
Mittelkraft aller Zug- V 
Spannkräfte entgegen- 
gesetzt gleich der Mit- 
telkraft aller Druck- 
spannkräfte, das Volumen des positiven Spannungskeiles gleich dem- 
jenigen des negativen sein. 

Für den Stab mit recliteckigem QuerscliDitt (Fig. 74 a) erkennt man leicht 
aus der Gleichheit der positiven uud negativen Spaonungskeile, dafe die Nnllinie 
den (Querschnitt lialhieriMi, also durch soinon Schwerpunkt gehen mnfii and dab 
die gröfsten Zug- und Druckspannujigen in den der NuUlinie entferntesten 
Stoil'teilen , die sog. Kanten- oder Kandspannungen, einander gleich sind. 
Bezeichnen wir sie mit tr^ , so ist dor Inhalt jedes Spannungskeilee, die Mittel- 
kraft der Zug- und Druckspannkräfte, gleich —- =-i- — . Ihre Rich- 

"2 i 4 

tunpslinicn gehen durch die Scliwerpunkte der Spannungskeile, haben also 

2 h h 
einen Abstand von der Xullinie gleich • - =r — - und unt«r sich einen 

solchen von ~ .- . Das Moment des Kräftepaares der inneren Spannkräfte ist 

danach j,'leich -~•~--=^rr^'—-- Das Gleichgewicht, die Momenten- 
glcichheit der äufseren und inneren Krälte, bedingt die Gleichnng 
M=K'(i = <ry' —- , 



in. Eeith€ Bie^ngispannufifiitt, BiegungüinimL 
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i>mit ein« B^Kiehntig iwisclieo der für die Widerstandfifäliigkcit des Stabes 
itsj^ebABd^D forsten Rands p an nting tr^ nnA dem angreifenien Kraftepaar 
^efundüii ist 

Ffir eine beliebige, aber im Kraftebene symmetrische Quer- 
"cbnittsform des Stabes ergibt sich aus der Bedingung, data die 
im Querschnitt tätigen Normalspannkräfte ein Kräftepaar bilden» 
^ine Mitti^tllcraft Null haben müssen, die allgemeine Gleichung 



I: 



«J-rfF=0. 



Zwischen der Spannung Oy im äofsersten Faserabstande e^ von 
r KulHnie und der Spannung o im beliebigen Abstände p ?on 

prselben besteht aber nach Seite 81 die Beziehung — = -, also 



r,^ü. 



Damit gebt, weil a^ und ^^j von y nicht abhängig sind, 



tiieiehung 1 ober in 



-^\n'dF=i)^ also auch 



=^UV^- 






^Der Integral wert stellt das statische Moment der Querschnitts- 
in Bezug auf die Nultinie nn dar. Aus der Nullgleichbeit 
desselben folgt: 

Die SpannungsnulliniB in jedem Querschnitt eines 
[nr gebogenen Stabes geht durcb den Schwerpunkt 
1^9 Querschnittes, die Schwerpunktsachse oder Mittel- 
linie des Stabes liegt in der neutralen Scliicht, 

Um zu dem Moment der inneren Spannkräfte ?m gelangen, 
beziehen wir sie auf die Kullinie als Momentenachso. Auf ein 
Flächentmlühen dFim Abstände ^y von der NuUinie nn entfällt eine 
Spannkraft ndF und das Moment derselben in Betrug auf die nn 
ist ödF}4* Die Summe aller dieser Momente, gebildet für den 
ganzen Querschnitt^ ist das Moment des Kräfiepaares der inneren 
Spannkräfte und mufs dem Moment i/ der das Stabende angreifend<?n 
liseren Kräfte entgegengesetzt gleich sein. Daraus ergibt sich 
Gleichung 

1' + ^ 



.^^ 
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und, wenn man wieder o = -^-^ setzt 






In dem Integralwert erkennen wir das Trägheitsmoment des 
Querschnittes in Bezug auf die NuUinie (vergl. Seite 9). Bezeichnen 
wir ihn mit J, so schreibt sich obige Gleichung 

3) M=^K a=-'0^. 

Gleichung 3 drückt die Beziehung zwischen der gröfsten Zug- 
spannung ö^ und dem Angriffs- oder Biegungsmoment M 
der äufseren Kräfte aus. 

Zwischen der stärksten Zugspannung o^ und der stärksten 

Druckspannung 0.2 besteht aber Verhältnisgleichheit mit den äafsersten 

ö e 
Faserabständen et und e^; es ist -^ = -^ und demnach auch 

^2 ^2 

3 a) M=K'a = — ö^. 

^2 

Die rechte Seite der Gleichungen 3 und 3a drückt das sog"- 
Spannungsmoment aus. Den lediglich von der Form und QrlSis^ 

des Querschnitts abhängenden Faktor — bezw. — derselben nenr»'^ 

man kurz das Widerstandsmoment des Querschnittes, wobei zu unter-^ 



scheiden ist zwischen demjenigen (w^i=— ) ^^ die Zugspannung^ 

(a,) und dem ( \V2 = — ) ^^ ^^e Druckspannung (o^). Ist fftr eine ^^^ 

Querschnitt {»j = ^2» wiö beispielsweise für alle zur NuUinie symm^' ' 
trischen Querschnitt, so wird Wi = W2 und, wenn der Stoff d^^ 
Stabes dem Hoke'schen Gesetz folgt, ö^ = a, . 

^ bh^ 

För den rechteckigen Querschnitt z. B. ist nach Seite 15 «/=-r^— -^ 

€=-v, ir=— r- und daher M= -r- ff, wie Seite 82 bereits anderwe^'*-' 

2 6 t) 

nachgewiesen. 



III. Beine Biegungsspannungen, Biegungslinien. 
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T 

h 
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^-yi. 


f-6-; 



•^= 12 



J 



I 
J 



I 5 >- 



•^= 12 




•^=|-*^=^-^* 



^=T'»' = ä'°' 




J=-J(iJ*-r«)=^(2)«- 



■d») 



»(ü«-r') ^ (D'-d') 
4 B 32 D 



I 



12 f 4(6,Ä,+6A) 
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Handelt es sich im gegebenen Falle um ein bekanntes Biegnngs- 
moment M und um einen Stabquerschnitt von bekanntem Wider- 
standsmoment — = W, so hat man 

e 

Randspannung o = widerrttnLoment W 

Die Widerstandsmomente, wie sie sich fQr die gebräuchlichsten 
Qaerscbnittsformen nach Seite 15 u. f. aus den dort ermittelten 
Trägheitsmomenten ergeben, sind mit diesen in der Tabelle S. 85 
zusammengestellt. 

b) Biegung, Biegungslinie. 

Die Linie, nach der sich die ursprünglich gerade Stabacbse 
unter der Wirkung des Biegungsmomentes krümmt, nennt man die 
Biegungslinie. Ihre Krümmung ist in den meisten Fällen der 
Anwendung eine einfache, und die Ebene, in welcher sie erfolgt, beifst 
die Biegungsebene. Nur in Fällen besonderer Stabformen und 
Angriffsarten der äufseren Kräfte, welche indes hier aufser Acht bleiben 
sollen, kann die Biegungslinie auch doppelte Krümmung aufweisen. 

In Fig. 73 ist der Krümmungsmittelpunkt der Bi^ungs- 
linie für das Längenteilchen ah = nn^=^dw derselben^ On = e ihr 
Krümmungshalbmesser. Aus der Figur ergibt sich 

nni dx eh^ 

nÖ^ Q ^ bin 

Die mit der Spannung (7j eintretende Verlängerung der Kante 
ab = dx, in der Figur durch die Linie eb^ ausgedrückt, ist nach 

Seite 50 /idx = ebi = ~~i^~ • Dieses und ^jn = ^j in obige Oleichung 
eingeführt ergibt 

1) ö = 4r-- 

Da E nach Seite 55 stets bedeutend gröfser ist^ als die in 
Frage kommenden Spannungswerte o^, so folgt aus Gleichung (1), 
dafs der Krümmungshalbmesser q meist sehr grofs, die Krümmung 
- daher sehr klein ausfällt. Für einen J-Trfiger von 0,2 ■ Höhe, 
also ^1 = ^2 = 0,1"» und (71 = 1000 »S i;= 2000000** ist 
. = 0„o.?^_^.. 



tt man in Gleichung (1) <Ji=4^, so folgt 

JE i M 

M ' g^JE' 

Für alle Querschnitte, fflr welche ausächliefdich die hier an- 

enoinmene Wirkung einea Kriflepaares in Frage kommt (iq Fig. 72 

zwischen 1 tind B, in Fig. 72a zwischon C und i>), hat das Moment 

J/ denselheti Wert, Ist der von dem Kraftepaar ergriffene Stab 

pri^matiBeb, d* h. von überall gleichem Querschnitt, so ui auch J 

nd nach Gleichung 2 auoli t> konstant; die Biegutigslinie ist in diesem 

alle eine Kreislinie. 

Nach den Lehren der höheren Mathematik besteht allgemein 
zwischen dem KrÜDimungshalbmesser g etner durch ihre Gleichung 
(gekannten Kurve in irgend einem Kurvenputikte mit den Koordinaten 
^0 und 1/ die Beziehung 

■ ^ 

^% Besag i 






b-mT 






Sicht man hierin .r und j/ als Koordinaten der Biegungalinie 
Be^ng auf ein Achsenkreuz an, dessen ^1^- Achse mit der ursprüng- 
lich geraden Stabachse zusammenfallt (Fig, 75 und 75a), so wird 
bei den meist in Frage kommenden kleinen Werten der Ordinalen i/ 

d kleinen Krümmungen [-y-] gßgen die Einheit verschwindend 

klotn und kann vernachlässigt werden. Es folgt dann unter Be- 
achtung der Gleichung 2 

'^ ß ~ d^ "" JE' 

Gleich ung 3 ist die sog. Grundgleichong der Biegungslinie. 
lei ihrer Anwendung ist zu beachten» dafs für Punkte, in welchen 
lie Kurve ihre konkave Seite nach der positiven 7/- Richtung kehrt, 

|-^>0 iat^ nnd dafs daher Biegungsmomente M, welche ^olche 

Erfiistnang des Stabes hervorrufen, mit positiven Vorzeichen in 
^1. 3 einzuföbren sind und umgekehrt. 

•j GlAichniif 2 rührt her toh Jacob Bernouni (fib. 27, Dm. 16,54 m 
l^üH, gett 16. Ang. 1705 das.)« 



gg Zureiter Abschnitt. Elastizität und Fest^Mt gerader Stube. 

Legt man in dem Belastnngsfalle Fig. 72 den Koordinaten- 
nullpankt in die Trftgermitte nach (Fig. 75) oder im Falle der 

Fig. 75. 




Fig. 75 a. 




Fig. 72 a nach J) (Fig. 75 a) und nimmt die positive Richtung der 
y-Achse nach unten an, so ergibt die Integration der Gleichung 3, 
in welche M mit positiven Vorzeichen einzusetzen ist, 
dy M • X 



+ Const. 



Für er = in den Punkten bezw. D ist die Tangente an die 

d\i 
Biegungslinie ersichtlich horizontal, daher V- = und Const =0. 

Die nochmalige Integration führt zu der Gleichung 

worin für .r = auch y»0 und somit auch Const = sein mufs. 
Danach ist die aus der nur annähernd richtigen Grundgleicbang 3 



IV. Jh>yrt4vtfs- fiftd Sdmhsiptfnnuti^ch, 
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sich ergebende Biegungslinie eine Parabel, während^ wie weiter oben 
festgestellt wurde, die genaue Form derselben für den vorliegenden 
BelasFtiinggfftU eine Kreislinie ist Der Unterschied zwischen einem 
derart schwach gekrümmten Kreisbogen und einer Parabel ist indes 
80 gering, dafs er praktisch völlig verschwindet. 

Die gröfste Durchbiegung / för den Belastungsfall Fig* 75 



erhält man 



rur .r-| 



XU / = 



Fig. 75a für ir = l, /== 



2 JE 



8JE 



und fSr den Belastun^gfall 



[I Setzt man beispielsweise K^2()00^^, a^lOO^"^, ^ = 400'=™» 
m wird J/==100v2CKXl = 20(:H)(X>'^^/kj. Bei einem J- Querschnitt 
fOn 2C^'=" Höhe, einem Trägheitsmoroent von 2140^''"* und einer 
ElastiziUtszahl dea Materials von i:; = 20CK)0()0»t ergibt sich dann 
pch Gleichung 2 eitie Krümmung vom Radius 
I EJ 20(30000*2140 



Jl/ 



200000 



--21400'^'^. 



Dem entspricht im Betastunpfalle Fig 75a eine Durchbiegung 



7= ^ _ I ri^ ^ /2 == 2 1 4(X) — V (2 1 400:P— (400)3 ^ 3^39 c«,^ wäh- 
rend obige Annäherongsgleichung 

MP 200000*4003 



/-=: 



'=3j38* 



2/J^ 2-2140*2000000 
also eine kaum merkbare Abweichung ergibt Bei den meist vor- 
kommenden verhältnismäfdg geringeren Durcbbiogangen ist die Ab- 
wdchung noch kleiner, sodaf:^ die oben abgeleitete Grundgleichung 

der Biegungshme jp=j^ 

racber Biegung so gut als genau gelten kann« 



in den meist vorkommenden Fällen 



IV. Biegungs- und Schubspannungen, Biegung durch 
beliebige Kräfte rechtwinklig zur Stabachse. 

ä) AUgemfine Beziehunf^en iwischeii den änfseren Kräften 
und im inneren Spaunungeii. 

Der zu betrachtende Stab werde auch hier wieder symmetrisch 
mt Kraftebene angenemmen. Er befinde sich unter der Wirkung 
er Siifseren Kräfte im Gleich^je wicht. 



90 Zm-iter Abschnitt, ElastiziUii und FesiigkeÜ gerader Stäbe. 

Dann müssen auch die an einem durch eine SchDittebene tt 
(Fig. 7G) abgetrennten Stabende angreifenden äofseren Erifte mit 
den in der Schnittebene auftretenden inneren Spannkriiften im Gleich- 
gewicht sein. Erstere aber lassen sich stets zu einer Mittelbaft Q 

Fig. 76. 
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Q^ 



^A 



! ir 

senkrecht zur Stabaebse, also parallel zur Schnittebene, der soge- 
nannten Querkraft, vereinigen. Indem diese das ?on ihr ergriffene 
Stabende gegen das durch die Qbrigen äufseren KrSfte festgehaltene 
in ihrer Richtung zu verschieben strebt, ruft sie in der Schnittebene 
Scbubspannungen r, bezw. einen Tangential- oder Schubwiderstand 
T hervor, welcher der Kraft (^ entgegengesetzt gleich sein, mit ihr 
also ein Eräftepaar bilden mufs, dessen Drehungsebene senkrecht 
zur Schnittebene gerichtet ist. 
1) (2=T. 

Ist .r der Abstand der Querkraft von der Schnittebene, so ist 
J/=(^*.r das von der Lage de«; Querschnitts abhängige Moment 
des genannten KrDftepaares, bezw. das Biegungsmoment der am 
Stabende tätigen äufseren Kräfte. Unter der Wirkung desselben 
entstehen in der Schnittebene Biegungsspannungen, ffir welche nach 
den Ausführungen unter III (S. 84 61. 3) die Gleichung gilt 



-^) 



^W = f2-.r = -.a. 

€ 



Dabei erinnern wir uns, dafs, wenn der Querschnitt in Bezog 
auf die Nullinie unsymmetrisch ist, die Kandspannungen o flir die 



IV* Birtjumfff- und Schuhspfinnumjrn, 



Öl 



ifex© unJ Jie konkiive AuTsenkanie verschiedene Weite a^ und 0*2 
imeo (vergl S, 84)* 

Dtt£ Zusfimitien wirken der inneren Kräfte, des SdiubwIdersUndee T tiad 
d» Spioßimgamomintes -ff bd der Au frech terhaltnng des Gleichgewichte® 
g«igeiiüher den aüg:?t^Jf«Dden änf^eren Eräflen wird ftuis Flg. 7t kkr erdchtüch, 

Figr. 77. 
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^ J^ 
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i>enkt man sich da» abgcschmtteno Btaboode «In wemg von dem andern ahge- 
rttdct und in den AogrifFs punkten der MittelkTäfte aller Zng* nnd Dmckspann- 
%rtfte (Schwerpankte der Spannungs keile Fig. 74) darcli horizontale Gelenk- 
9tAngeti verbunden, so verbindt^rn (üme zwar eine Drehung des Stabeüdes in 
d^r Kraftebene, aber die Qoericraft Q wärde dasselbe in ihrer Richtung parallel 
T^r»chjebeD, wenn nicht in der Schnittebene von dem festgehaltenen Stabende 
atiig«?hfnd tdne ihr entgegengesetzt gleiche Kraft T, der Tangential* öder 
Schub widerstand, tätig wäre. Unter der Wirkung des Kriiftepaares Q^7' ent- 
»t<?hen iu den (lelenkstangen Spannkräfte S und — S, d, L ein zweites KrÜfte- 
mit (3 ntge gen gesetzt gleichem DrehmnmeDt Die ErfftUting der drei 
litihgewichtsbedtngnngen Tdr Kräfte in einer Ebeoe wird nun in Bezug aaf 
Stabende aus den GleichuDgen Q — T=: , 6' — 6' ^= , Qx —S - * = 
kkr ftrsi cht lieh. 






Mit den Scbabspannungen tritt nun eine gewisse elastische 
^^leilung« mit den ßiegnngaspannungen Biegung auf und die Qesamt- 
formtnderung des Stabes setzt sich aus beiden zusammen. Die 
«Mere kt indes gegenüber der letzteren in den meisten Fällen der 
Anwendung verschwindend klein, läfst sich auch infolge der nicht 
Sr'fi'ich marsigen, verwickelten Verteilung der Schubapannungen über 
'^«*'i Stabquerscbnitt meist nur sehr umständlich ermittel n. Es soll 
f'<«halb hier nur die Biegung nach Malsgabe der Gleichung 3 S. 87 
Icbicbtigt werden. Die Biegung sowohl als nach den Qlei- 
billigen 1 und 2 die ßiegungs- und Schubspannungen sind nun ?on 
dem Bjegungsnioment der äusseren Kräfte M = Q'Ji^, bezw, von der 
Ift^er kraft Q abhiingig. In folgendem sollen diese mechanischen 
^erte für verschiedene Angriffsarten der äufseren Kräfte ermittelt 
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werden. Bezüglich des Vorzeichens von Q und M wollen wir dabei 
festsetzen, dafs eine Querkraft, welche an einem Stabende links Tom 
Schnitt nach oben, oder rechts vom Schnitt nach unten wirkt, ab 
positiv und ein Moment, welches auf ein Stabende links vom Schnitte 
rechtsherum drehend, oder rechts vom Schnitte linksherum drehend 
wirkt, den Stab also konkav nach oben zu biegen strebt, als podtir, 
beides im entgegengesetzten Falle als negativ gelten soll. 

Es kommen hier u. a. in Betracht alle senkrecht belasteten, 
wagerecht gelagerten stabförmig geraden Balken. 

Hinsichtlich der Art der Unterstützung soll dabei unterschieden 
werden, ob die das äufsere Gleichgewicht gegenüber den Lasten 
herstellenden Stützkräfte sich mit Hilfe der rein statischen Gleidh 
gewichtsbedingungen für starre Körper ermitteln lassen, oder ob hierbei 
auch das elastische Verhalten der Balken mit herangezogen werden 
mufs, bczw. ob eine statisch bestimmte oder statisch unbestimmte 
Unterstützung vorliegt. (Vgl. Keck, Mechanik I, 3. Aufl., S. 181 u.f.) 

b) Äufsere Krftfte, Biegungsmomente und Querkrftfte stabAraig 
gerader Balkeu mit statisch bestimmter UnterstBtcung. 

1. Der einseitig wagerecht eingespannte, am freien 
Ende durch eine Einzellast A" ergriffene Balken. (Fig. 78.) 

Das äufsere Oleichgewicht gegenüber der Last K wird hier 
durch die Einspannung, d. h. durch die auf das eingespannte Stab- 
ende von seiner Umhüllung ausgeübten 
Kräfte hergestellt. Die Kenntnis der 
letzteren ist für die vorliegende Auf- 
gabe ohne Bedeutung und kann ihre 
Ermittelung daher hier unterbleiben. 

Die Querkraft ist für alle Stab- 
querscbnitte von A bis B von gleicher 
Gröfse 

1) Q = K' 
Das Biegungsmoment für einen 

Querschnitt im Abstände a: von B ist 

2) M=Kx. 

Es läfst sich also, weil mit .r im linearen Verhältnis veränderlich, ffir 
die verschiedenen Querschnitte durch eine gerade Linie darstellen, deren 
Ordinate bei C gleich Null, bei A gleich K-l ist. Das entstehende*' 



Fig. 78. 




iy\ Btr^unfjs- und *Sch**hMpttntiHtu^rti, tiufstrf Kräfte, 



m 



Heck ABC nennen wir die Momentenfläcbe. Seinen Gröfstwert 
reicht das Moment am Einspaonung.squorschnUt und ist hier 

2. Der einseitig wage recht eingespannte Balken mit 
_^iDer gleichmäfsig über seine Länge verteilten Last p 
för die Lllngenoinheit (Fig. 79.) 
nie Quer kraft ftir einen Querschnitt im Abstände .r vom 
ien Ende ist 

Iso mit iV linear veränderlich. 

Das Biegiingsmoment in Bezug auf 
en Querschnitt ist 

a: poti- 



2) 



M^p-m- 




2 2 

and wird in seiner Abhängigkeit von der 

Lage des Quei^ehnittes durch eine Parabel 

aasgedrüekt, deren Achse senkrecht ist 

und am freien Stabende liegt. Die MomentenBäche Ist ein Parabel' 

dreieck; der Gröfstwert des Momentes ist für .r — / 

3J Jfj^^-* 



3, Balken auf zwei Stützen mit einer EioKellast. 

mg- m 

Die beiden Stützen befinden sich an den Enden des Balkens 
bei A und B. Die Last P ruht in Abständen a und b von den- 
selben. Zur Herstellung des äufseren Gleichgewichtes haben die 

tntzen A und B ^Stötz widerstände", d. h. senkrecht aufwärts 
irichtete Kräfte .1 und B zu leisten, deren Bestimraung atif Grund 

der allgemeinen Gleichgewichbibedingnngen (vergL Keck, Mechanik 

l Teil, 3. Aufl., S. 117 u. 186) geschehen kann, 
Es ergibt sich auf dem Wege der Rechnung 



A — —r- und 



B = 



Pa 



l — ^ l 
Graphisch erhält mün die Stützwiderstände .1 und B aus der 
Bedingung, dafä sie mit der Last zusammen ein schlieföendes Kraft- 
Tind Seileck bilden müssen (Keck, Mech. I, 3. Auf), S. 125), Uan 
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zieht darch irgend einen Punkt C der Richtangslinie von P die 
Seillinien / und // parallel den Polstrablen / und 11^ verbindet 
deren Schnittpunkte A^ und B^ mit den Stfitzvertikalen and erhält 

Fig. 80. 




in der Verbindungslinie AiB^ die Schlufsseite /// des Seilecks. 
Der ihr parallele Polstrahl III schneidet auf P- die Stützwider- 
stände A und B ab. 

Die Querkrafk ist für alle Querschnitte zwischen A und C 
von gleicher Gröfse 

Ph 



1) 



Q = A^ 



l 



Für Querschnitte rechts von C ist sie gleich der Mittelkraft aus 
A und P also 

la) q^A-P^'-'-'-P^'^^Y—-^—^- 
Sie wird geometrisch durch den gebrochenen Linienzag A„C„CnBn 
bezw. durch die von demselben eingeschlossene Fläche, die sogeo. 
Querkraftfläche, dargestellt; links von C ist Q>0, rechts Q<0. 



IV, Bte(ßtttg»- uHt{ SchnbitpnriutitiyeH, ihifaeir Krüfte, 
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iss BiogUTigsmomeni in Bezug auf irgend einen Qnersdinitt 

, zwischen A und f* im Abstände j: von J ni 

also im linearen Verhältnis mit .r Teränderlich, geometrisch durch 
I die Ordtnuten einer geraden Linie A^' t\' ausgedrOckt Im Quer- 
nitt bei C ßr .r — a erreicht 

Pa b 

neu Größtwert and nimmt über Ü hinaus hii B wieder gerad- 
B!g bis Null ab. Dreieck ^,'^i'C,' ist die Momentenfiäche. 
Die erhaltene geometrische Darstellung der Veränderlichkeit 
Biegungsraomentes mit der Lage des Querscbnittes ist auch im 
Selldreieck AiBiCi bereits gewonnen. Es ist M — u*H, (Vergl, 
Keck, Mech. r, 3 Aufl. S. 121-123.) 

Bückt die Last in die Trägermitte, so wird a = h^~ ttnd 
las gröfste Moment 



4) 



Jlf= 



PI 



4 Der Balken auf zwei Stützen mit mehreren 
Einzcllasten. (Fig. 8L) 

Wir wollen die Querkraft- und Momentenfläebe zunächst 

-graphisch ermitteln und zeichnen zu diesem Zwecke zu den Lasten 

f\ bis P^ ein Krafteck und ein SeilecL In der Verbindungslinie 

AiBx der Schnittpunkte Ai und iJ, der die Lasten einschliersen- 

Seilecksgeiten J und IV mit den Stülzvertikalen wird wieder 
ie Schlur&linie V des Seilecks erhalten und der ihr parallele Pol- 
Strahl schneidet auf dem Kräftezuge 1-4 des Kraftecks die Stütz- 
widerstände 5*1 =^A und 4-5 = J? ah. Die Entstehung der Quer- 
kraftfläche ist aus der Fig. ohne weiteres ersichtlich und die 
Momentenfläche in dem Seileck A^B^CI^E gewonnen. Für einen 
beliebigen Querschnitt it ist das Biegungsraoraent 

km der Ähnlichkeit der Dreiecke FOIl und 0-2-5 folgt 
illch mit 2-h^q 
M^Q-:^vB, (Vgl auch Keck, Mech. 1, 3. Aufl. 8. 121—123:! 
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Die Veränderlichkeit des Momentes mit der Entfernung x des 
Querschnittes von der Stütze A tritt in der Momentenflftche in sehr 
übersichtlicher Weise hervor. Wir erkennen, dafs das Moment von 
Null aus bis zu einem Gröfstwert anwächst and gegen die Stütze 
B hin wieder bis auf Null abnimmt. Der Gröfstwert von u bezw. 

Fig. 81. 



i 



Pi 








1 1 
' 1 

1 ' 


+Q 




1 1 

1 






■ .■■• ' 






1 |. 
1 '|l'l-li'ji' 



3/ fällt stets mit einem Eckpunkt des Seilecks bezw. dem Angriffs- 
punkt einer Last zusammen und zwar, wie aus der Figur leicht er- 
sichtlich, mit derjenigen Last, bei welcher die Querkraft ihr Vorzeichen 
wechselt, vom Positiven zum Negativen übertritt. In dem Sonder- 
falle, wenn der Abschnitt u für zwei benachbarte Eckpunkte gleiche 
Gröfstwerte zeigt, die zwischenliegende Seilecksseite parallel ist der 
Schluislinie des Seilecks, ist M zwischen den entsprechenden Lasten 
konstant. 



Auf rechnerisch analytisch em Wege ist ein gleich klarer Über- 
blick über die Veränderlichkeit des Momentes nicht zu gewinnen. 
Dagegen läfst die analytische Behandlung die Etnzelwirkungen der 
KrJifte und ihre Beiträge zur Bildung des Gesamtmomentes deut- 
licher hervortreten. Auch kann sie unter Ura^ttänden, z, B. wenn 
nur daa gröfste Biegungsmoment zu ermitteln ist, schneller zum 
Ziele führen. Sie gestaltet sich wie folgt: Die Momentengleichung 
in Bezog auf den Stutsspunkt B als Drehpunkt ergibt den Stütz* 
widerstand 



2) 



A = 



und aus der Gleicbgewichtshedtngung „Summe der Vertikalkräfte 
jkich Nttir folgt: 

Die Querkraft nimmt stufenweise von A auf j4 — P| » Ä—P^—P^ 
n, 9, w. ab. 

Das gröfste Biegungstnoment findet sich, wie oben erwähnt» 
im Angriffsquerschnitt derjenigen Last, bei welcher die Qaerkraft ihr 
Vorzeichen wechselt, Ist also z. B, A— Fi >0 und A—P^—P^^zQi, 
io findet sich das GrOfstmoment im Querschnitt der Last P^* ^ 
ist dort 

Setzt man für vi den weiter oben ermittelten Wert ein und 
»eaehtet, dafs a-^ + h^ —a^+h^—VL^s^Tf,—! ist, so läfst sich obige 
fomentengleichung in die Form bringen 



H) 



^ f f > , . T > 



Für die Momente in beliebigen anderen Querschnitten ergeben 
sich älinlich gebildete Ausdrücke, in denen wie in vorstehender 
Gleichung der Anteil einer jeden Last am Biegungsmoment durch ein 
besonderes Glied ausgedrückt erscheint. Das jeder Last entsprechenda 
ßlj^d stellt das Moment dar» welches die Last, für sich allein 
jrirkend» in dem betreffenden Querschnitte erzeugen würde. Die 
Itizel Wirkungen der Lasten erscheinen also im Qesamtmoment ein-» 
stimmiert Wie für die Biegungsmomente, so gilt diese 
immierung der Kraft Wirkungen auch in Bezug auf die inneren 
[raanungen, Formänderungen u. s. w. 



i 
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Im Abstände ,r von A bezw. ,r^ von B wird 
4) J!f, = ^1:^-1- + -^^^^ + ^:^. 

i V € 



o. Balken auf zwei Stützen mit mehreren Einzellasten 
und einerseits überkragendem Ende. (Fig. 82.) 
Die Ermittelung der Stützwiderstände, der Qaerkraft und 
Momente gestaltet sich in diesem Belastungsfalle grundsätzlich nicht 
verschieden von dem unter 4 behandelten. Das Ergebnis aber ist 
insofern ein abweichendes, als wir hier zum ersten Male der Er- 
scheinung begegnen, dafs das mit der Lage des Querschnitts ver- 
änderliche Biegungsmoment in einem bestimmten Querschnitte sein 
Vorzeichen wechselt, einerseits desselben positiv und andererseits 
negativ ist und dafs dem entsprechend auch Biegungen mit wechseln- 
dem Erümmungssinn entstehen. 

Die Schlurslinie AiB^ des zu den Kräften gezeichneten Seil- 
ecks nimmt jetzt eine solche Lage ein, dafs sie den Zug der andern 
Seilecksseiten in C^ schneidet. In diesem Punkte wird der Momenten- 
abschnitt u und daher auch das Moment selbst gleich Null, während 
beide links von C positiv und rechts negativ sind. Der Krümmungs- 
radius der unter der Wirkung der Lasten gebogenen Stabachse 
(Biegungslinie) ist nach Seite 87 Gl. 2 im Punkte C 

JE JE 

die Krümmung ist hier gleich Null, C ist ein Wendepunkt (Biegangs- 
linie A'B'F'.) Im AngriflFsquerschnitt einer der Lasten zwischen 
A und C sowohl als in B erreicht das Moment M'^^wH je einen 
absoluten Gröfstwert. Die Querkraft Q wechselt in den ent- 
sprechenden Punkten D und B ihr Vorzeichen. 

Denkt man sich die Stütze B nach links oder rechts bewegt, 
so wandert der Punkt Bi auf der Seilecksseite IV. In irgend 
einer Stützlage B^ werden die Abschnitte u^ und 2t^ und somit 
auch die Momenten-Gröfstwerte 3fi = vi'II und Jf2 = ti2'lf ein- 
ander gleich (Momentenausgleich). 

Verschiebt man die Stütze B soweit nach links, dafs Bi mit 
jB, die Schlufslinie V des Seilecks mit der Richtung der Seite I 
desselben zusammenfällt, so decken sich am Krafteck auch die Pol- 
strahlen / und V, Punkt 5 fällt mit 1 zusammen und der Stütz- 



IV b. Äufaere Kräfte, Biegungsmomente u. 8. ?r. stat. best, Balken, 

Fig. 82. 
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widerstand A wird gleich Null, 5 = 4-1 gleich 2'-«X'; der Balken 
ruht balanzierend auf der Stütze B. Durch diese ist die Mittel- 
kraft B aller Lasten gerichtet. Der positive Teil der Momenten- 
fläche ist jetzt verschwunden, das Moment und die Erfimmong de» 
Balkens ist durchweg gleichsinnig, letztere konkav abwärts gerichtet 
(Biegungslinie A"B"r'). 

Wird die Stütze B noch weiter nach links verschoben, so ge- 
winnt die Mittelkraft B in Bezug auf sie ein rechtsdrehendes 
Moment, unter dessen Wirkung der Balken aufkippen müfste« weoi> 
nicht in A ein abwärts gerichteter (negativer) Stfltzwiderstand an- 
gebracht würde. Am Krafteck nimmt der der Schlufsseite AiB^" 
parallele Polstrahl V die Lage 0-5' ein; die jetzt abwärts ge- 
richtete Strecke 5-1 stellt den negativen Stützdruck A'" und 4-5' 
den entsprechend gröfseren Stützdruck B" dar. Im üebrigen 
bleiben die Verhältnisse ungeändert 

Auf die analytische Behandlung dieses Belastungsfalles, die 
sich grundsätzlich von der unter 4 erläuterten nicht unterscheidet^ 
soll hier nicht eingegangen werden. 

6. Balken auf zwei Stützen mit gleichmäfsig verteilter 

Last. (Fig. 83.) 

Eine gleichmäfsig verteilte Last stellt meistens auch das Eigen- 
gewicht eines Balkens dar und kann daher als solche mit in die 
Berechnung eingeführt werden. Hier möge die Gesamtlast für die 
Längeneinheit mit p bezeichnet werden. 

Die Gesamtlast p-l verteilt sich auf beide Stützen gleich- 
mäfsig und die Stützdrücke werden daher 

1) ^=^=f. 

Die Querkraft für einen Schnitt im Abstände x von A ist 

geometrisch dargestellt durch eine gerade Linie ^liCi^i, welche 
die A''-Achse im Abstände ^v = - von A schneidet. Je nachdem 

x§^ ist Qx^O. 
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3) 



Das Biegutigsmoment für einen Schnitt im Abstände ^ von A ist 



M^=^A*Qe—pgc^^ = p^{l^oi^). 



Der geometrische Aiiädrnck dieser Gleichung ist (na€h Keck, 
Mechanik I, 3* Aufl, S* 207) eine Parabel, welche die Stützweite l 



Enetriscb überspannt 
stwert 



Für i^=rt erreicht das Monoent seinen 



-^rnax — 






Die Differentiation der Gleiehuag 3 ergibt n&mlich 



d 



M. (l \ 



und die Nullgleicfaheit dea ersten DifiTerenzialquotienten tritt eio 
für .2? = ^. Es sei übrigens hier besonders darauf hingewiesen, dafs 

Fig. 83. 
l 



^bach Gleichung 2 u. 5 

B^lafs daher in Über- 

^K^instimmung mit dem 
^■"iveiter oben gesagten 
mit dem Durchgänge 
I der Querkraft Q^ 
durch Null der Mo- 
tnentengrdfstwert ein* 
tritt, eine Beziehung, A^ 
die später noch all- p, 
^Kgetnein nachgewiesen T 
^Pwerderi wird. Setzt 
I man die Gesamtl^t 
i des Balkens pl^P^ 
^:fO wird 




F*''-?"^^^"'^--^^« 


1 










f M^^=ph- g-, 

41, i. halb 80 grofS) als wenn eine gleich grofse Einzellast in der 
Trägennitte angreift, in welcbem Falle nach S. 95 Ql. 4 das grOrste 
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PI 

Moment gleich -^ ^d- ^^^ Balken kann daher eine doppelt so 

grofse Last tragen, wenn sie über seine Länge gleichmälsig yerteilt; 
als wenn sie in seiner Mitte yereinigt ist. 



7. Balken auf zwei Stützen mit mehreren Einzellasten 
und einer gleichmäfsig verteilten Last (Fig. 84.) 

Die Stützwiderstände A und B sowohl als die Qnerkraft und 
das Moment in irgend einem Querschnitte erscheinen hier nadt 
dem unter 4 Seite 97 nachgewiesenen Satze von der Summierung 
der Wirkungen als Summen der unter 4 und 6 berechneten bezügL 
Werte. 

Zur graphischen Ermittelung der Querkraft- und Momenten* 
fläche zeichnen wir zunächst f&r die gleichmäfsig verteilte Last die 
Seillinie ÄiC^Bi und mit gleicher Pol weite H für die Einzellasten 
das Seileck abdef. Durch ZusammenfÜgung beider an der Geraden 
AiBi entsteht die Gesamtmomentenfläche A^CiBiDiEiFi , welche 
die Veränderlichkeit des Momentes mit der Lage des Querschnittes 
und den Gröfstwert des Momentes leicht erkennen lälst. Für einen 
beliebigen Querschnitt tt im Abstände x von A ist 
1) M, = U'H. 

Die Entstehung der Querkraftfläche ist aus der Figur ohne^ 
weiteres ersichtlich, ßechnerisch ergibt sich 

und für einen Querschnitt im Abstände x von A die Qaerkraft 

3) Q^=A-px^P,. 

Ferner folgt aus der Addition der bezügl. Werte der Gleichung 4 
Seite 98 und der Gleichung 3 Seite 101 das Moment 

4) M,^^il-x)+?^+¥^ + ?^. 

Der Gröfstwert M„^az des Momentes tritt wieder an der Stelle 
ein, wo die Querkraft ihr Vorzeichen wechselt. Nur wenn dies 
zwischen den Einzellasten erfolgt, läfst sich der Gröfstwert des^ 

Momentes als analytisches Maximum aus der Gleichung --j-^»0 
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ermitteln, weil nur dann für i/« beiderseits der Stelle seines Größt- 
wertes das gleiche Gesetz der Abhängigkeit von x besteht and nur 

dann ^ in stetiger Änderung durch Null geht. In den An- 

griffspunkten der Einzellastea ändert sich das Gesetz, wie aus der 
Momentenfiäche deutlich zu erkennen ist. Findet hier der Vor- 

zeichenwechsel von Q, bezw. , * statt, so geschieht der Durch- 

gang durch Null nicht stetig, sondern sprungweise, and der Gröfst- 

wert von 3/, ist mit Hilfe der Gleichung , * =0 nicht be- 

dx 

stimmbar, weil . * an betr. Stelle den Wert Null überhaupt 
dx 

nicht aijiiimmt. 



Anwendungen. 

Beispiel 1: Ein einseitig eingespannter Holzbalken (Fig. 78) von recht- 
eckigem Querschnitt und 2,0 m =r 200 «^"^ freier Länge tr&gt am freien Ende 
eine Last iC= 1000 1^?; die gröfste Spannung a am EinspannnngsqaersGhnitt 
soll 80 <^t nicht üherschreiten. Welche Höhe h mnfs der Balken erhalten, wenn 
seine Breite h -— 20 c™ angenommen wird. Nach Gleichung 3 Seite 84 mufs 

sein das erforderliche Widerstandsmoment ir= = ^^r = 2500. 

Nach der Tabelle Seite 85 ist für das Rechteck W=^—^-= — ^ — = 3,mä' 

6 6 

und daher 

' 2500 



'=^h-'i% 



: 27,4 < 



h 2 &Ä* Ä' 

Wird verlangt, dafs v = t» sei, so mufs sein ir=2500 = -j;-=-r- 

V 2 

und /» = K 9 . 2500 = 28,2 cm h = - 28,i = 18,8 «n . 

Beispiel 2: Der Balkon Beispiel l soll aus einem runden Stamm ge- 
schnitten werden und zwar so, dafs der erforderliche Durchmesser d möglichst 
klein ausfällt. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn das Verhältnis der Breite 
2; zur Höhe h des Balkens so bestimmt wird, dafs das Widerstandsmoment 
W für den betreftenden Durchmesser d zu einem Maximum winL Zwischen 
h und h besteht die Beziehung h^ = d''-h^ (vergl. Fig. 85) und demnach ist 

W= -^= — — ^ — - ; W erscheint also abhängig von b und wird für 
6 6 

dW ^ ^, . ^,. ^.. .^, dW ri«-36» ^ , 
-jj- = zu einem Maximum. Die Losung ergibt -jj- = ^ = und 



IVb. Atifsrr^ Knift^^ Hieffun^itmomtttti* «.^»/r, stal. best. Bitikett 



*=" 



4 



Somit W. 






-=- — ^^^ und, wenn mao IJ'' ^2500 



SlTä 



2500^ 



Fig- 85* 



ö^/'ä^ 



-dtnna 



6 •'»*'' 



3 - 2500^ 34^1 c«», 



= 20,1 



/* =^3 V " ^0,3-= = 28,5 cm ^ 

Für einen KylindrbcUen StÄiüiiJ vom gegebenen 
Durchmesser d l&fat tkh der recbtecltige Querschuitt 
löit gröfstem Widerätamlsmoment in der iius der 
fignr ersieh tlicbeu Weis«* auch leicht geometriKch konstruieren. 

Beis|>iel 8: Ein rechteckiger Kakbalken yqu oben berechnetem Wider* 
»tandsiüomeDt Tr^2500e'»' ruhe auf zwei l===4,o™^= 400 c"* voneinander ent- 
fernten Stützen (tergl. Fig. 80), Welche Einzellast P yermag er in ßeiner 
Mitte tu tragen, wenn die grofate Spannung ff 2U 80** angenommen wird* 
Setzt man in der Gleiehnug M^W^a (S, 85) gemärö Glelcbung 4 S. t>5 

M^~, J=400, ^^80 und löst für P ituf, ao folgt P=^^^^^^~=2Q(}0^, 
4 40Ü 

Beistiiel 4: Der Balken «ei wie in Beispiel 3 gestUtÄt und über seine 

Länge gleichrnafeig mit einer Last von 400 ^e für den lfd. m gleich 4 ^? ftir 

den Ifd* cm belegt. Welch© Einzollast P vernittg er in seiner Mitte uufserdem 

noch 2n tragen, wenn wieder <r=80<^t mtgenommeu wird. Setzt man in der 

OHchnng M = Wff gemäfa Gluiehang 4 S. 94 n. 101 



2^=4+^-' 



4*400« . P. 



ÄOfaerdem lF=2500cio* 

P: 



lÜO 

ßelltpj«] hl Ein gnfeeiiemer Balken ven J_- förmigem Querschnitt mhe 
wie in fietapiel 4 auf iwei Stützen in i^o ^ Entfernung und sei wie dort be- 
lastet Dm Qq ersehn ittäabiu es aungen sind unter der Bedingung zn ermitteln, 
daa <ii# grofrte Dnickspannung ^j nicht mebr als 900 ** und die grofste 2ug- 
apannung tr^ nicht mehr ah BOO«i betrage. 

B'.i der gewählten Art der Unterstützung und der 
Qnfirscbnitteaiiordnung (vergl Fig. SG) tritt die grufste 
Dfnck&punnttng ^y in der Oberkante der senkrechten 
Ripjie, des sog. Steges, die gröfste Zugspannung <rj 
ifi düf Unterkante der wagnrechten Hippe, des sog, 
FliiuscheH ein* Siij4 e^ und c, die äufatiret^n Faser- 
a(i«tiind<} von der wagerechten Schwerpunktsachse des 
(jaefschnittes, J das Trägheitsmoment in Bexug anf 

dieselbe, so ist W,^^, IT, ^ ^ (vergL S. 8 1 ) nnd M^ n\ ^, = W. #, . 




'=80000+ 10i)P 



4 8 ' 4 

r=80at nüd löst flir P auf, so ergibt sich 
2500^80-80000 



:= 1-200 itff. 
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Nach Beisiiiel 4 ist Jf -SO 000+ 100 P- 80 000+ 100- 1200 -200 000 «/i.. 
Für <T, = i»ÜO»t und rr^ = ;;00»t wird Tri =— =223cm» und Wi=— =667«i' 

ir <r., 1 ^' '* 

und ferner --? = -= = - . 

Aus der Tabelle Seite S5 er^bt sieb 
,j »K,_..J- «(6,Ä,^* + 6,ÄJ (2Ä,+Ä,) 

"'^ " ll':,""3""i;,Äi^ + &,Ä,(2^ + Ä,)' 

Der Querschnitt ist durch vier Abmessungen b^, Aj, bg, ft^. bestimmt 
Durch obi^e beiden Gleichungen sind erst zwei derselben festgelegt, die anderes 
beiden können dem jeweiligen Zwecke entsprechend beliebig angenommen werden. 

Ks möge hier b, = /ij und h^ = -j- gewählt werden. Damit wird nach 

(ileichung 2, 6, = -^ und nach Gleichung 1, 

h h 

/l, = lS,i cm ^j ■= A= l^H4 cm l,, = /j, = 18,2 C« Ä^ = -^ =r 3,64 C« . 

In den unter 1—5 behandelten Beispielen ist die Tragfäliigkät 
der betreifenden Balken nur in denjenigen Querschnitten voll, d. h. 
bis zu der zulässigen höchsten Spannung a ausgenutzt, in welchen 
das Biegungsmoment seinen Gröfstwert aufweist, also in Beispiel 
1 u. 2 im Einspannungsquerschnitt, in Beispiel 3—5 in der Balken- 

M 

mitte. In allen übrigen Querschnitten ist die Spannung <^ = Tp 

dem kleineren Biegungsmoment M entsprechend kleiner, das Material 
nicht völlig ausgenutzt. 

Um in allen Querschnitten eine gleichmäfsige Ausnutzung des 
Materials bis zur zulässigen Höchstspannung o herbeizuführen, mfisseii 
die Querschnittsabmessungen mit dem Biegungsmomente sich so 

ändern, dafs der Quotient -^, stets gleich der zulässigen Spannung <T, 

also constant bleibt. Jede dieser Bedingung entsprechende Balken- 
oder Stabform nennt man eine ;,Form von überall gleichem 
Widerstände** oder ^gleicher Sicherheit*. 

Beispiel 6: Für den Balken in Heispiel l sollen Formen von gleichem 

Widerstände ermittelt werden. 

Im Abstände x vom freien Ende ist das Biegungsmoment M=K-x 

(Fig. 87), das Widerstandsmoment für den recht- pj« 07 

bh o* • 

ockigen Querschnitt W= -~ , worin b und /* im all- H 

1 1 

gemeinen mit x verfinderlich sind. Es niufs also sein " ' ' ■ 

, , M _ {\. Kx 

h) w^^'^-bi;^' 



r-^=n 
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Danach lassen sich Formen von gleichem Widerstände in der Hauptsache 
nach drei Gesichtspunkten entwickeln, nämlich : 

1. Man legt der Breite des Balkens ein bestimmtes Mafs b bei. Dann 
ergibt sich nach Gl. 1 seine Höhe 



«,) 



'-m- 



Fig. 88. 




.../ .. 



Sie steht also zu x in parabolischer Ab- 
hängigkeit (vergl. Fig. 88). Mt K= lOOOkg, 
ft = 20cni, ^=8o»t wird h^Y^hx. 
Der Balken wird im Anhifs (Seitenansicht) 
durch eine Parabel begrenzt. Tangierende 
Ebenen in C und 2> schneiden die Vertikal- 
ebene bei JS in ^ und F und der abgestumpfte 
Keil CD FE umschliefst die parabolische 
Form. Er stellt eine annähernde, praktisch leicht herzustellende Form von 
gleicher Sicherheit dar. Dem Eörperinhalte nach ist die parabolische Fonn 
g^leich zwei Drittel, die Eeilform gleich drei Viertel des prismatischen Balkens 
in Beispiel 1. 

2. Man wählt f&r die Höhe des Balkens ein bestimmtes Mals h. Dann 
^W nach GL l^ die Breite desselben 



h) 



6 = 



^K'X 



Fig. 89. 



ff'h^ 




Sie ist also nach linearem Gesetz von x abhängig. 

Jfe Ä = 30 wird & = :^ undfüra;=0, 6 = 0; 

^ a: = ? = 200cm, 5 = ^= 16,67 cm. Der 

-^•Iken wird allseitig von Ebenen begrenzt und 
•'^Ält im Gmndrifs Keilforra (vergl. Fig. 89), 
^obei indes lu bemerken ist, dafs der End- 
^oerschnitt wegen des unmittelbaren Kraft- 
^'^ffHffes nicht Null sein darf, sondern in Wirklichkeit eine gewisse Breite er- 
sten mufs. 

3. Man verlangt, dafs alle Querschnitte des Balkens einander ähnlich 

Höhe h und Breite b desselben ein bestimmtes Verhältnis -T- = n 

^^^^ekm. Setzt man dann in Gl. 1 1 einmal h=b'n und ein anderes Mal 

"====-j-, so wird im ersten Falle 

«^ 



«bd. 



exx 



trn^ 



50 






und im zweiten 



Sowohl h fiÜB h hängen nach sog. kubisch-parabolischem Gesetze von x 
^* Trägt man die flir jeden Querschnitt sich ergebenden Breiten und Höhen 
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im Grandrifs und Aafrirs auf, so ergeben sich ak BegrenznngBlinien des Btlkem 
sog. kubische Parabeln (vergl. Fig. 90). Legt man in den rier Seiten da 



Einspann ungsquerschnittes wieder je eine 
tangierende Ebene an die parabolisch ge- 
krümmte Begrenzungsfische, so umschliefsen 
diese Ebenen die parabolische Form uod es 
läfst sich nachweisen, dafs der Endquerschnitt 
der entstehenden abgestumpften Pyramide 
in Höhe und Breite gleich zwei Drittel des 
EinspannuDgsqucrschnittes ist. 

Für A'= 1000 H', <r=80»t, w = -^ 



Fig. 90. 



wird 




h:=\\'v2,r,:x. 



Beispiel 7 : Eine zweifach gestüt-zte, nur auf Biegung beansprncbte Acbsa 
trugt in symmetrischer Anordnung zwei Lasten von je 50 000 ^f. Die Entr 
fernung der Lagermitten ist gleich 4,0», der Lasten gleich 2,%^. Die gröbte 
S])annung soll in allen kreiäformig gedachten Querschnitten der Achse 800 >t 
botragen. Die Form der Achse ist zu bestimmen (Fig. 91). 



Fig. 91. 
C AD 






< — p,o"*-- 



yf^ 



A^\50000Kg. 



tP 



m 



PsitSOOOOKg. 



^^ 



Die bei A uud B wirkenden Lagerkräfte sind je gleich 50000^«. Im 
Abstände o; von ^, bezw. B wirkt ein Biegungsmoment ir;p=s50000*a;. Der 
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it X veränderliche Halbmesser der Achse sei y . Dann ist W^ = —^ ; also 
.ch der Gleichung a=^^=- 

rischen ^ n. C und B u. 2), bezw. von a; = bis a;= 100 <:™ ist die Form 
eicher Sicherheit ein knbisch-parabolischer Umdrehungskorper. Bei rc= 100^°^ 
; y = 20 c™ . 

Für die Qaerschnitte zwischen C nnd D , von a? = 100 cm bis x = 300 c» 
Iden die änrseren Kräfte ein Kräftepaar von konstantem Biegongsmoment. 
IT oben für x= 100 cm berechnete Halbmesser y = 20cm bleibt also zwischen 
<n Lasten unverändert. Die punktierte Linie Fig. 91 stellt die ideelle Form 
r Achse dar, die von der wirklich auszuführenden umschlossen wird. 

Beispiel 8: Ein Balken von rechteckigem Querschnitt, auf zwei End- 
atzen ruhend, trägt bei einer Stützweite l eine gleichmäfsig verteilte Last gr 
d. lfd. m. Seine Form soll so bestimmt werden, dafs die Randspannung in 

QX 

len Querschnitten gleich a ist. Nach Gleich. 3 S. 101 ist 3f,= ^ (? — x). 

»mer ist Tr=— ^— und daher 
b 

__M^ _ Z.(lx(l—x) 

Aus dieser allgemeinen Gleichung läfst sich, jo nachdem fOr die Breite h 
er die Hohe h des Balkens ein bestimmtes Mafs, oder zwischen beiden ein 

stimmtes Verhältnis ♦» = -r- angenommen wird, die Form des Balkens leicht 

leiten. 

In ähnlicher Weise wie in Beispiel 6 erhält man für die als mit x ver- 
derlich gedachte Breite und Höhe der Querschnitte folgende Beziehungen: 



Bei konstantem h h 



__J 'Sqx{l- 

f h-tT 



(l-x) 



, Sqx(l — x) 



3. Für A = n h = ^^J^ll^tzA, ?> = i/l^^iLzif) . 

Für <r=80»t (Balken aus Holz), Z=500cm^ g = 500 ^g f. d. lfd. m 

5 ^€ f. d. lfd. cm wird bei 

6 = 20-, Ä = ,/lö00.x-3x= 



Ä = 30cin, 



320 
hOOx — x'^ 
4800 ' 



^ Ä o I. t/1500. a;-3a;^ , h 
n^-j^2, Ä=| , 5 = -2-, 
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In der Trägermitte für a; = 250 cm, mit 6 = 20 wird ä = 24,i« nnd 
init/i = 30, b=\Z, rait« = 2, Ä = 28,6cm, 6 = 14,»cm. 

Beispiel 9 : In manchen Fällen ist die Uentellnng genauer Fonnen Ton 
gleicher Sicherlieit nicht angängig nnd man mufs sich mit einer gewissen 
Annäherung an dieselhen begnügen. Beispielweise werden schmiedeeiserne 
Balken häufig aus einzelnen Stäben zusammengenietet, welche durch Walzon; 
hergestellt stets prismatische Form haben. Der Querschnitt des so gebUdeten 
,«genieteten Trägers'^ oder „Blechbalkens'* l&fst sich daher nicht allmählich, 
sondern nur stufenweise ändern. 

In Folgendem soll für einen auf zwei Endstützen ruhenden Blechbalken 
von 10 m Stützweite (Fig. 92), der eine gleichmäfsig verteilte Last g = 5000*1 
f. d. lfd. m = 50 ^K f. d. lfd. cm trägt, eine annähernde Form von gleicher 
Sicherheit ermittelt und dabei die zulässige Spannung a= 1000 «t angenommen 

Fig. 92. 
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werden. Der Querschnitt des Balkens soll nach Fig. 23 S. 20 gebildet 

und Äo = 80cin^ 6=-20cra^ 6j,= 17cinj i>j = 3cni, 5^-— Xcm, (J = 2«« 

angenommen werden. Bei Wahl gleichschenkliger Winkeleisen Ist dann 
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^=80 — 2.8 = 64«» und ä, = 80 — 2- 1 =78 «n. Nach Gleichung 21 
B. 20 ist das Trägheitsmoment des nur aus dem der vertikalen Blechplatte 
<nStehblech^) und den vier Winkeleisen bestehenden Profiles 

^^ _ (l7-2.2)80^-(17-3--2.2)78^-(3~l).64^ _ ^^ ^^^ ^^, 

und Wo= x-^ = —777— = 2280 cm>. 
'»o/, 40 

Für den ganzen Querschnitt ist nach Gl. 24 S. 20 
/= Jq -f JP^ . — y^ und demnach 

Mit obigen Werten für W^ und Äq ^Jr<i 

Bezeichnen wir die noch zu bestimmende Stärke der Kopfplatte mit «, 
-so wird h = h^ + 28 = SQ + 28 und JPg. = (20 — 2.2).«=: 16«, also 
9\ nr 182400 , ,-_^ 

2i) ^=80+23 •*-^^^^-*- 

Für einen Querschnitt im Abstände x von der Stütze A ist 

a, ) 3f, = ^^^^^~^^ = 25 . (1000 Ä - x^) cm/kg 

ood für die Trägermitte, x = 500 cm , ist das gröfste Biegungsmoment 

Du erfordert ein gröfstes WiderBtandsmoment 

^ Jbf«., 6 250000 ..,,„„„, 
TT _ = _^^^^ = 6250 c«. 

und es ergibt sich, wenn man diesen Wert in GL 2, einsetzt, daraus eine 
Stärke der Eopfplatte «s=3,sc™. Diese oben und unten auf die Winkeleisen 
in nietende Eopfplatte pflegt man, wenn ihre Stärke 8 ein gewisses Mafs 
{1,0 — 1,6 cm) überschreitet, nicht einteilig, sondern aus mehreren übereinander 
gelegten Platten — sog. Lamellen — herzustellen. Dadurch, dals man diese 
nicht alle über die ganze Balkenlänge erstreckt, sondern nur insoweit, als das 
Biegungsmoment M^ es erfordert, kommt eine annähernde Form gleicher 
Sicherheit zustande, welche naturgemäTs um so genauer ausfallt, je dünner die 
Einzelplatten gewählt werden. 

Im Yorliegenden Falle möge die Kopfplatte aus drei Lamellen bestehend 

angenommen werden, so dafs jede derselben eine Stärke von -^ = l,icm 

Stärke eiliSlt und eine Abstufung der Gesamtstärke der Kopfplatte von 3,8 cm 
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auf 2,2 cm, 1,1 cm und cm ermöglicht wird. Dem entsprechen nach Gl. !| 
Widerstandsmomente 

1S2400 

H-, === -i??i5lL + 1280. 1,1 = 36*27 cm» und Wo = 22S6cm\ 

oü -|- ii • 1 ,1 

Das in beliebigem Abstände x von der Stütze A herrschende BiegoDgS' 
inoinont 3/^ erfordert ein Widerstandsmoment 

4,) W,= ^=^ |-^ (/ - X) (vergL GL 3J, 

das also, wie 3/x, zu x in parabolischer Abhängigkeit steht. Gl. 4| ist die 
Gleichung einer Parabel und die von derselben und der zugehörigen Sehne 
gleich der Balkenlünge / umschlossene Parabelfläche wollen wir die TT- Fläche 
nennen (Fig. 92). 

Löst man Gl. 4j für x auf, so folgt 



r»,) x=l +1 ^^ +—^^^^ = 500+]^250000 -\- iÖ-Ws . 

Setzt man in Gl. 5^ der Reihe nach T^';=Tr„ = 2280, Tr,= TF;=3627^ 
M\=W>—i^Jll^ so erhält man die Entfernungen Xo^ x^, x.^ u. s. w. von der 
Stütze A^ in welcher die stufenweise Verstärkung der Eopfplatte von « = 
auf 5--= 1,1 cin^ 2,i <^^m Und 3,3 cm zu crfolgcu hat. Es ergehen sich für dieselben 
folg«'nde Wertpaare : 

102 cm 17i^ cm 274 cm 

*"'" "■■ 89.S „ ' ''' ^ 824 „ ' ^^^ 726 „ * 

Dio Stnfenlinie (Fig 92) stellt die in den einzelnen Querschnitten T0^ 
handenen Widcrstandsnionicntc dar; sie uraschliefst die Parabel der erforder 
lichon. Zu bemerken bleibt dabei noch, dafs die einzelnen Lamellen beiderseits 
um so viel über die Querschnitte ^,, t^ und i.^ hinaus weiter zu f&hren sind, 
dafs sie in ilonsolben bereits einen ihrem Reinquerschnitte entsprechenden 
Nictanschlufs gefunden haben, dessen Berechnung nach Anleitung des aof 
Soite 7') u. f. gesagten zu jreschelien hat. 

Beispiel 10: l>ie I{<'1astung des Balkens in Beispiel 9 bestehe aus den 
aus Fig. 93 «Tsichtliohon Einzellaston, und die Momentenfläche sei auf 

graphischem Wogr mit Hilfe eines Kraft- und Seilecks ermittelt. Dann ist 

jj 
M^^. u, . 7/ = W^ . rr und ll", = w^ . — . 

Danach lassen sich die Ordinatm IT^. der IF- Fläche aus den Ordinaten 
7/j. der Moniontenfläche leicht ]>en*clinen oder durch Zeichnung ermitteln. 
Letzteres ist in Fig. \)l) (annähernd mafsstjiblich) geschehen. Um keine unbe- 
([uem grofsen Ordinaten 11", zu erhalten, kaim man diese in tifach verkleinertem 

Längenmafsstabe auftragen und erhält dann ir,= «,.- — . In Fisr. 93 ist 
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10 ütigenoinnicn. Während die Längon im Malflstube l: 100 gemessen lind^ 
'intsscn daher die OrdiuÄten W^ m Mafsst^be lilüOO abgegriffen werden. 
Bj«* K(>D9trQktion von TF, fi5r den Querseh oitt tt ist aus der TiguT eisichtlioh. 
Es wdrde AiF==H^25mOH, AG ~W^ ff— lOOOOH gemacht und durch C 
^in*^ PanilJelü tu A^B^ gezog<?u bis itim Schnitt J mh der Senkrechten durch G% 
femer voü ä^ aus eme tierade durcli J bis tum Sclmitt K mit der Senkrechten 
wkßh F und endlich durch K eine Parallele zu A^B^ bis zum Schnitt L mit 



Flg. 93. 




' Senkrechten durch C- Es ist dann FK = ML=^ TF^, In gleicher Weise 
ien diu Eckpunkte O und N der polygonalen IT- Linie gefonden. Die 
clUier*ond<* punktierte Stnfenlime stellt wieder die im herzustellaßden Träger 
Yorhandmen Widers tan dsmomeDte dar and MM erkennen^ in welcher 
kung die ein£iylneu Lamellen an^ub ringen sind. 



, mMiUmuitikr*, 
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G) Allgemeine Beziehungen zwischen der BieguigsBnie 
nnd der MomenteiflSche. 

Es sei A B (Fig. 94) ein beliebiger Teil der Achse eines Stab«; 

er weiche nur wenig von der (wagerecht gedachten) JT-Richtnng 

ab und habe eine Länge /, die demnach mit „. 

ihrer wagerechton Projektion gleich gesetzt o jB 

werden kann. Wird der Stab bei A einge- -J ''*fü3^ 

spannt gedacht und wirkt nur an dem Teilchen "" '"'T l 

Pö=dx ein Moment, so krümmt sich PO ' __J— ^ — ^ 

I) ■ II \{ 

nach dem Halbmesser q und einem Centriwinkel * j iT"***^ 

r/a= -- = ~~j (vergl. Gl. 2 S. 84). Um j-- bTST^ 

diesen Winkel neigt sich dann das noch gerade "^ "^ 

bleibende Stück i^B gegen AB^ und der Punkt B verschiebt sich am 

•r>-r^ , . , Mxdoc 

BB^ = df= .rda= -,- . 
JtäJ 

Werden alle Teile des Stabes gebogen, so wird die Biegungslinie 

am freien Ende von der an der Einspannungsstelle A gezogenen 

Tangente um einen Winkel 

^, C'Mdx 

abweichen, und der Abstand des freien Endes von der Tangente 
wird betragen 

C' Mxdx 
^^ ^ }, EJ • 

Diese Abweichung kann, wegen der geringen anfänglichen und 
nochherigen Neigung des Stabes gegen die A"- Richtung, recht- 
winklig zu oc oder auch rechtwinklig zur Tangente gemessen werden. 
Bei der Benutzung der Gl. 2 ist jedoch zu beachten, dafs der Ab- 
stand X eines Punktes der Biegungslinie nicht von A^ sondern von 
demjenigen Punkte aus gerechnet werden mufs, dessen Verschiebung 
man ermitteln will. 

Ist der Stab von überall gleichem Querschnitte, ist 
daher EJ unveränderlich, so wird einfacher 

EJoL=fMd.r und i:jf=fM.rdx. 
Denkt man sich das veränderliche Moment M rechtwinklig zu einer 
mit der JL -Richtung parallelen Achse aufgetragen (Fig. 94), so ist JUdx 
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«in Flächenstreifen dieser MomontenflJche und 3fwdr — Mdarx das 
itaUscbe Moment de^alben, bezogen auf eine Senkrechte durch B* 
Vmnt man daher die ganze Momentenfldche Fm und den Abstand 
ihres Schwerpunktes Ton der genannten Senkrechten ^, so dafs 
-Fjf'^ das statische Moment der Momentenfläche, so wird einfach 

3) BJu^Fm und MJf=FM^§ 

(wobei wiederniTi zu bemerken, dafs i von der Stelle £U messen ist, 
deren Verschiebung man sücht). Da hiernach /=a^» so schneidet 
die bei C (Fig* 94) gezogene Tangente die an ^1 gezogene Berührende 
itn Abstände ^ von C, 

i Auf Grund dieser Beziehungen zwischen der MomentenSäche 

and der Biegungslinie läfst sieh, wenn erstere bekannt» letztere wie 
folgt leicht durch Zeichnung bestimmen: viiiJ^C (Fig, 95} sei die 
hier positiv angenommene Momentenfläcbe eines Stabes AB. Dana 

Tig. 95. 




fet bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen und wenn man 
die Biegungslinie auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezieht, dessen 
^V- Achse mit der ungekrümmten Stahachse AB (Nullpunkt in j?) 
sosammenfällt^ t^r irgend einen Punkt (j?y) der Biegungslinie 



-*) 



y = 






oder, wenn die Momenten- 



fliebe auf graphiscbem Wego durch Zeichnung eines Seileckes mit 
cler Polweite U gewonnen wurde 

4 aj .V ~ 



JE 



«► 
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Sieht man nun die Momentenfläche als Belastung des Stab» 
an und zeichnet zu ihr mit einer Polweite JBi eine Seillinie, and 
zwar so, dars der Polstrahl I eine wagerechte Lage erhält and die 
Seillinie in A beginnt, die dem Polstrahl / entsprechende Tangente 
der Seillinie in A also mit der JKT- Achse znsammenflUlti so wird 
Fs'§ = t('Hi und nach Gl. 4a 
iZ Äi 



5) 



JE 



JEiB'Hi • 



Wählt man -ff-— als Längeneinheit für die Ordinaten y der 

Biegungslinie, so wird y = H, d. h. die Seillioie AO i&i zugleich 
die Biegungslinie, wobei ihre Ordinaten y gegenüber den Absdssen x 

T V 

YT-ö^facher Vergröfserung erscheinen. 



in 



d) Biegnngslinie für Balken mit statisch bestimmter UntentOtxiing» 

1. Der einseitig eingespannte prismatische Stab 
oder Balken. (Fig. 96.) 

Der prismatisebo Stab oder Balken sei einseitig unwandelbar 
eingespannt, und zwar, um der Untersuchung eine tunlichst allge- 
meine Gültigkeit zu geben, nicht völlig wagerecht, sondern mit einer 
kleinen Neigung cü; auch werde 
aus gleichem Grunde neben einer *^' 

Einzellast K am freien Ende, 
eine gleichmürsig verteilte Last 
p für die Längeneinheit ange- 
nommen. 

Die Biegungslinie werde 
auf ein rechtwinkliges Achsen- 
kreuz bezogen, dessen Lage aus 
Fig. 9G ersichtlich ist. Die 
Neigung cü der ungebogenen 

Stabachse sei so gering und die entstehende Biegung so klein, dafs 
die wagerecht gemessenen Längen l und x gleich den entsprechenden 
Längen in der Richtung der gebogenen Stabachse geseilt werden 
können. 
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Für einen Punlct i^C^.y) der BiegungMitiie ist das Biagangs- 
iiiomeiit 



l) 



M=K{l~^r]+' 



Dteias Moment ist^ da es eraicbtlich eine konkave Biegung in der 

Richtung der positiven F- Achse erzeugt, mit positiven Vorbei oheo 

cf^v M 
in die Grundgleichung der Biegangslinie -j^ = y^ (^ergl. Gl. 3 



•^^S=^'<'-^^+ 



dar« JE 



S, 87) einzusetzen. Daraus folgt 

2) 

tind durch Integration 

Im Einspannungsquerschnitt für .t^O ist -p^=tg<ii und in Röck- 

sieht auf die vorauagesetzte Kleinheit ?on a> auch v^ = £<>. Mithin 
Am freien Ende für *r = / wird nach\Jl3 



4) 






Die abermalige Integration der Gl, 3 ergibt 

Ffir .r = ist .v = 0, also 0=0, 

Gleichung 5 ist die Gleiehang der Biegungslinie des Stabes 
flr den vorliegenden BelastnngsfalL 

Für .T = J wird y =/, gleich der Senkung oder Durchbiegung 
465 freien Kodes B. Es ist 



i\) 



„ KP ^ pi' , 



3«/ -El 8*7£ 

In den Gleichungen 1 — 6 treten die Wirkungen der Einzel* 
last K und der verteilten Last p und in den Gleichungen 4 — 6 
auch der Einfluts der Neigung ca des ungebogenen Stabes völlig 
ujiabhängig voneinander als Summanden aut Verschwindet eine der 
Ursachen (A", p und a»), so verschwindet auch der ihre Wirkung 
auüdrückeude Summand* Ist der Stab wagorecht eingespannt (w = 0) 
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und nur mit K belastet (p = 0), so ergibt sich aus Gl. 4 u. 6 Bdoe 
Neigung und seine Senkung am freien Ende zu 
KV KP 

nnd nach Gl. 5 die Gleichung seiner Biegangslinien 

Ist der Stab nur gleichmäfsig mit p belastet und ist K^ 0, so wird 

2. Der prismatische Balken auf zwei Stützen mit 
einer Einzellast 
Liegt die Last in der TrSgermitte (Fig. 97), so ist die Biegongs- 
linie symmetrisch und ihre Tangente in der Mitte bei C wagerechl 
FQr die Spannungen und Formänderungen, hier insbesondere f&r die 
Biegung ist es ersichtlich einerlei, durch welche Mittel die wageredite 
Richtung bei erzwungen wird; 
ob durch den Zusammenhang ^ ^' ^' 

der einen Trügerhalfto mit der 
andern, oder durch feste Ein- 
spannung. Denkt man sich daher 
den Anfangspunkt des Achsen- 
kreuzes bei wagerechter -V- 
Achse nach C verlegt, so lafst 

sich die Biegung beider Trägerhai ften ohne weiteres auf Gl. 7 u. 8 
zurückführen. Die am freien Ende bei A und B wirkende Eimel- 

kraft ist hier gleich - . Vertauscht man daher in jenen Gleichungen 

P " / 

A' mit ^^ und / mit ^y, so folgt 

11) « = -?-'^., /=-^(L 

16,/li" ' iSJJS 
und die Gleichung der Biegungslinien 
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Liegt die Last P dagegen nicht irr der Mitte (Fig, 98), so 
gestaltet sich die Ermittelung der dann unsymmetrischen Biegangi- 
linie etwas umständlichen 

An der Stelle des Lastangrilfä bei € sei die Durchbiegung 
sich /, die Neigung der Biegungslinie o}. Denken wir uns den 

Fig. m. 

_X 




ialken nach eingetretener Krümmung bei O nach Richtung und 

Lage festgehalten und die Auflager A und B beseitigt, so wQrdö 

die Kr Om mang versch winden und die gerade Stabuchse sich in die 

^Bebtung der Tangente DE mit der Neigung ta gegen die Wagerechte 

fllnstelleu* Der Punkt A gelangt dabei nach 1} und der Punkt B 

I nach K und es würde sein A D —/+ ctui und BE^f — ^£f>. 

^ft Bringt man nun die Endstfüzen und mit ihnen die StQtzkräfte 

^A und B wieder an, so murs der Stab seine gebogene Form wieder 

' annehmen» die Stützkraft A also eine Biegung aufwärts um AD 

und die Kraft M eine solche um BE herbeiführen. Nach Gl 7 

tl8 mufs daher sein 
AD^f^ijja=-4-^ ™^ BE=/—U}^b=^'^^ 



3 JE •' 3 JA'" 

man beide Gleichungen fär die Unbekannten fand to und setzt 



f. 



and B=— j— , so folgt 




l 



6J 



iJEl ' 



l PP 

Für n=b^~ wird /= — ^-^, (?ergl GL 11) und o> = a. 

aber Dicht a =» ^, etwa, wie hier angenommen werden möge, 

b, sa stellt das in Ql> 13 berechnote / nicht die grüfste Durch- 

dar, diese ist vielmehr zwischen C und der Trager mitte t\x 
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suchen und zu diesem Zwecke die Gleichung der Biegungslime 
aufzustellen. Legt man derselben das aus der Fig. 98 ersichtliehe 
Achsenkreuz zu Grunde, so ist fQr einen Punkt P(a:t/) der Biegung»- 
linie das Biegungsmoment ÄI^^A-x. Es erzeugt eine Bi^aog 
konkav nach der negativen F- Richtung und ist daher negativ in 
die Grundgleichung der Biegungslinie einzufQhren. Es wird 

J K-T^ = - A.v. Die erstmalige Integration liefert 

JK --• = —- + C. Für a: = a ist -p- = w, 

d.r 2 dx 

^ho C=-JE'Cü + ^^ und demnach Ji:'^=='^{a^—.T^)+(om 

Die nachmalige Integration ergibt 

Ph 
Für cr = ist .v = 0, also C, = 0. Setzt man aufserdem -4=-r-i 

P-hr 
so wird ?/=--^-V;(</- + 2afc — .r'-j die Gleichung der Biegungs- 
bJ hl 

linie, welche mit a = l — h die Form annimmt 

In dieser Gleichung kommen h und .r völlig gleichartig vor, 
können also nach Belieben vertauscht werden, ohne dafs dadurch y 
sich ändert. Verlegt man daher die Last von C nach P, so tritt 
in C die in Gleichung 14 berechnete Durchbiegung ein. 

Gleichung 14 gilt indes nur für das Stück ^Oder Biegungslinie, 
wahrend für BC eine besondere Gleichung aufzustellen sein würde 
(deren man aber bei Bestimmung der stärksten Durchbiegung nicht 
bedarf). Nach Fig. 80 S. 94 wird nämlich das Biegungsmoment 
durch eine gebrochene Linie ACB dargestellt; die Stetigkeit der 
Momentenfunktion erleidet bei C eine Unterbrechung und die Inte- 
gration kann daher nicht ohne weiteres über <' hinaus erstreckt 
werden. Es würde vielmehr für BC eine andere Momentengleichung 
aufzustellen und die Integration wie oben zu wiederholen sein. Jede 
Einzellast an einem Stabe bedingt eine Stetigkeitsunterbrechung der 
Biegungslinie an der betreffenden Stelle, so dafs bei mehreren Einzel- 
lasten flir jede Seite der dann polygonal begrenzten Momentenfläche 
eine besondere Gleichung der Biegungslinie zur Geltung kommt 
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i,j 



itäj 



ti mkhev Stücke de? letzteren haben aber an der Obergangsstelle 
ßicht mr gemeiDBame Neigung y^ , sondern auch (weil an der Stelle 
f^UT ein bestimmtes Biegunpmonient in Frage kommtX genieiosame 
Sriliomang — = -~. 

In Oleicbnng 14 erreicht }/ seinen Qröfstwert für 

Für 



and zwar ist 



gfUittJ' —^ 



P'b 



h = 



wird 



17l 



nm.is^ 



p*l^ 



wie in GL U S. 118. 



48 JE 

Küekt nun die Last nnch rechts, so dafs h allmählich kleiner wird, 
«0 ^w^lchst Xi (GL 15), die Stelle der gröMen Durchbiegang rftckt 
ebdnfills nach rechts, aber erheblich weniger ab die Last» Wenn 
^iH^ dM rechtsseitige Änflager erreicht hat, b=0 geworden ist, 

iit 



^ 



|/|-0.5 
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^, ^ r ' if — — \j,ai t t . Die Stelle der stärksten Durchbiegung 

Üeg^ daher immer nur wenig, höchstens 0»ß77 / = ca. Vis / ron der 
BaUcenmitte entfernt nnd kann daher nur wenig gröfser sein als die 

l*a rclibiegung i/« für .i? = ^^ welehe man nach Gl. 14 erhält zu 



W> 



Pm = 



2' 

:pö 



(3?^ -46*). 



4SJB 

Der Wert tf^ ist zwar nur ein Annäherungswert an den Gröfst- 

^***t \;^^ der Durchbiegung, er weicht von dieser aber nur sehr wenig 

ab lind bietet den Vorteil einfacherer Ermittelung namentlich auch 

ifl dem Fälle, wenn mehrere Einzellasten auf den Stab wirken. Die 

von diesen einzeln in der Balkenmitte erzeugten Durchbiegungen 

summieren ^ich dann einfach, während die von den einzelnen Laoten 

kervorgehrachten grufsten Durchbiegungen sich nicht an derselben 

Stell« i^^ Balkens beiladen und daher auch nicht summieren lassen. 

W"? ijenauö Ermittelung der durch mehrere Einzellasten erzeugten 

gf^feteu Durchbiegung aus der Biegungslinie gestaltet sieb aber 

wegen der oben erörterten Unstetigkeit der letzteren sehr umständlieh 

"^*i man kann in den meisten FUllen der ÄTiwendutvgxim %q ^^t ^^'ti 
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ihr absehen, als die genaue Kenntnis der Darchbiegong in der Mitte 
gleiche Dienste leistet. 

Wie geringfügig der Unterschied iwischen y^ ^^d y^.^ (Gl. 16 a. 18) 
ausfällt, möge ans folgendem Beispiel entnommen werden: Ein 4«" dicker 
Randeisenstab von der Stützweite l = 200 «m ist im Abetande 6 = 50 «■ too 
der einen Stütze mit P=200^k belastet. Dabei liegt die gröf^te Dor^- 
biegung um Xi = lll,9cm von der andern Stütze, bezw. ll,tCB yon der Stabmitte 
nnd beträgt y«,«^ = 0,9373 cm , während in der Stabmitte y,» = O^sisi «■, 
d. i. nur um ca. 1,3° verschieden ist. 

3. Der prismatische Balken auf zwei Endstützen mit 
einer Einzellast 7' in der Mitte und einer verteilten 
Last p für die Längeneinheit. 
Wir beziehen die Biegungsliuie auf das aus Fig. 99 ersichtliche 
Achsenkreuz mit dem Anfangspunkte in A^. 

Fig. 99. 




i—i^. 



Der Stützdruck in .1 und B ist A=^B==^ + ^ und das 

Biegungsmoment für einen Punkt P(a?, //) Äfjc = Ax— ^^, Diese» 

erzeugt eine Biegung konkav aufwärts nach der negativen F-Richtong 
hin und ist daher negativ in die Grundgleichung der Biegungslinie 
einzuführen. Es ist daher 

''' - — —A,r + --— und die erstmalige Integration 



JE 



,Lv- 



ergibt 



JE^'- = 



Aa:^' p^ 



für .V = -.^ ist --- = 0, (wegen der Symmetrie der Belastung 

Al'^ pP 
und der Biegungslinie); daher ^=-7. 75- und somit 



19) 



JE^ = ^{r—4x^-^{P-Sx^. 



dx 



48 
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Die nochmalige Integration fährt zn 
20) JJE.y^^{l^x^^)-^{l^x-2x^) + C,. 
Für ^ = ist t/ = 0, folglich C^ = 0. 
In Gl. 19 u. 20 den Wert A = "t^ eingesetzt, wird 

^') 5l = l6^(^'-^^'^+487Ä;(2''-12^-H8.3) und 

Der Einflufs der Binzellast P und der verteilten Last p erscheint 
in den Gleichungen 21 u. 22 wieder gesondert. 

Die Neigung des Balkens an den Enden wird nach Gl. 21 für .r = 

^^^ ''^UJb'^M^ und die gröfste Biegung 

^^ der Mitte nach Gl. 22 für a? = - 

Mit P = wird für nur verteilte Last p 

^ 24 JE ■' 384 /£ 884 JE 

'**»^ mit ;> = für eine Einzellast P 

^^> «=lf:& ""«^ -^-=4^ wie in Gl. 11. 

Für Zahlenrechnungen sind die Gl. 25 u. 26 bequemer, wenn 

**^ÄTi die stärkste Randspannung 

P'he pP*e 

ö = —r—r- bezw. o = \^ - einführt. Es wird dann 

T^ = - bezw. ^ = - und damit 
^■'> ^^^a^e' /= 48.^^g ^^^ verteilte Last /?, und 

^Ö> a = 7^^, /= J^'^ fflr eine Einzellast P i. d. M. 

Handelt es sich um Träger, deren Querschnitt in Bezog auf die Biegungs- 
^^^^e i^mmetriseh ist, so dafs ^ = -^ wird, so lassen sich die Gl. 27 a. 28 
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auch benutzen, um bei eing^ebauten Trägern mit freier Unter- und Oberfikhe, 
deren Höhe und Länge / bekannt sind, aus der gemessenen Darchbiegung f die 
Spannung «r zu berechnen, also event die Bmchgefüir zn beurteilen. Es wiitl 
24 f'E'h ^ ef'Ee 



4. Träger mit veränderlichem QaerschDitt. 

Es soll hier nur der für die Anwendung wichtigere Fall stafeo- 
förmiger oder sprungweiser Querschnittsänderung behandelt werden. 
Die rechnerische Ermittelang der Biegungslinie gestaltet sich meist 
sehr umständlich, weil die Stetigkeit der Linie jedesmal an deo 
Stellen der Querschnittswechsel eine Unterbrechung erleidet Wir 
wollen uns deshalb hier darauf beschränken, an einem einftcheD 
Belastungsfall den grundsätzlichen Gang der Untersuchung zu erläatem. 

Der an einem Ende eingespannte Balken (Fig. 100) trägt am 
freien Ende eine Last K. Das Trägheitsmoment seines Querschnittes 
sei auf der Strecke a gleich J^ und auf der Strecke b gleich /;. 

Fig. 100. 




Für einen Punkt .?*, .»/ der Biegungslinie zwischen A und C ist 

Im Punkte C für .?• = a ist 

Die Gleichungen 2l> u. 30 gelten, wenn man Ji mit J^ vertauscht, 
auch fiir die Strecke CT?, mit dem Unterschiede jedoch, daß hier 
die Integrationskonstanten nicht Null sind. Es ist yielmehr 
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und daher C = 



K- 



2Ji 



(2/ 



-''Ai-j)' •'^^ 



auch 



32) 



33) 



tly 



2J,A' 



äJ,£ 






Fflr -p = rt ist « = /',= 



27^, JE 



t',= 



^(^-■)('-l4 



und demnach 



2Jjli 

Danach wird, wenn man in Ol. 32 u. 33 .r = l setzt, fQr das 
Tragerende B 

•^> '=2j;^+o;£U-r"^^=3-j;^+3j:^U-^)- 

Wesentlich einfaclier gestaltet sich und einer allgemeineren 
-A.0 Wendung fähig ist die Ermittelung der Biegungalinie, bezw. der 
^Öfsten DuTchbiegiing eines Stabes mit üich sprungweise änderndem 
Querschnitt aus der Momentenfläcbe auf Grund der Gleichungen 4 
öder o S, 115 u. 116. Ändert sieb das Trägheitsmoment des Stabquer- 
^^hnittes plötzlich von einem Wert /j auf einen Bolchen /21 ^^ ^^^* 

j^ *^ «, so gilt auf der einen Seite des betn Querschnittes die Gleichung 



_ i^,' 



M '^ 



Jrl^^ 



und auf der andern ;v = 






Maltipliziert man die 



'^'^^^hte Seite der letzteren Gleichung im Zähler und Nenner mit n 
Qiid ggi^^t im Nenner J^n — Jit so wird nichts geändert und es 



^ dann ?/ = 



F,n^i F^n^ 



J^E 



Anstatt der Änderung des Trag« 



J^'ii'E 

**®it3n](>mentes ?on J| auf — = J^ erfährt die Momentenfläche eine 

^^^^iiptoke Änderung von Fj, auf n-i*",, welche durch eine entsprechend© 
^^derung der Höhen u in n-a zu bewirken ist In gleicher Weise 
(ftaneu aich etwaige weitere plötzliche Änderungen des Trägheits- 
^^rtientes durch entsprechende reciproke Änderung der Höhe der 
**otnt5nten fläche ersetzen. Letztere erscheint alse för den ?orI legenden 

^^ock auf dasselbe Trägheitsmoment reduziert. 

In dem oben durch Rechnung behandelten Belastungsfalle Fig, 100 

^teli^ die Momentonfläche ein Dreieck von Grundlinie l und der Höhe A'^ 
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dar, (F%. 101.) Auf der Strecke b erscheint die Höh« d«r Hooiente 
iäche im Verhältnis ^= n vergröfsert 



Der Inhalt dar Momentenfläche ist 

-^j«r=-^ + -^l^-ll und ihr 



2 \J^ V 




statisches Moment in Bezug auf das freie 
Trägerende 

und daher nach Gl. 3 S. 115 

wie in Gl. 34. 

In ähnlicher Weise lassen sich auch verwickeltere Fälle behandeln. 



^ — ^ 



Fic, 102, 



e) lufgere Kräfte, Biep:niiKsm(nnetite nnd ftiierkrlifte stabronBig 
gerader Balkeu mit statisch unbegiimmter lluterstStsoiig. 

1. Der prismatische Balken auf drei Stützen. 

Hier möge zunichst angenommen werden, dafs der Balkeii cvni 
gleichmärsig ?erteilte Belastung p t d. Längeneinheit trage, di^^ 
Stötzen in gleicher Entfernung stehen (Fig, 102), die Mittelsttti^^ 
aber um ein Mafs r gegen die Endstützen 
gesenkt sei. Da für das äufiere Gleich- 
gewicht nur senkrechte Kräfte in einer 
Ebene, nämlich die ßel^tung und die 
Stükkräfte, in Frage kommen, so stehen 

nur zwei Oleichgewichtsbedingungen, beEW, zwei Gleichungen lör dii 
Bestimmung der drei unbekannten Stijtr,drßeke mr Verfügunj 
Die Unterstützung ist also einfach statisch unbestimmt und es kaii*"-*^'* 
die Ermittelung der Stützkräfte nur unter Heranziehung der liiegunp ^^i 
des Balkens bezw, seiner ßiegungslinie geschehen. Letztere nini 
im allgemeinen die aus Fig. 103 ersichtliche Form an und hat übi 
der Mittelstütze wagerechte Richtung. Wird der Balken hier ÄHi 
dieser Bichtung festgehalten und eine der Endstütscen, etwa J, h^^^^ 
geitigt^ Sü senkt sich das linksseitige Trägerende nach S, 118 Gl ^ 
unter der Wirkung der verteilten Last gegen die MtlebtÜke m^in 
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•1^ Maft ^— und gegen ihre Anfangslage um ein solches AA'-^ 



8J£ + ^- Der 

Stiisjtiruek ^ hat 
4e Wirkung, das 
Träger eil de om 
M^m Mals auf- 
tirta zu biegen 
und in seiner 
Anf^ifig^lage zu 
erhalten, Ali 
fiözelknift ver- 
klag A nach S. 
118 GL 7 dem 
W O fesfgehal* 
tenen Balken an 
ieinem freien 



Fig. 30a. 




^^3 



3J£ 



Endo eine Aafffirtsbiegung ^-y^ beizubringen. Es muls daher die 
Gleichung bestehen 



AA,= 



SJE 



+ c-^ 



AP 



Daraus ergibt sich 



1) 



A = -öPi + ■ ,/ — and wegen der Symmetrie auch 

B = A = ^pl + —^—. 

Am der Nullgleichheii der Stimme der senkrechteii 

Kräfte folgt ferner 

5 , GJEc 



V=2pl—A —B = J pl 



P 



Der zweite Sumniand in dem Ausdruck für A und B stellt 

Anteil beider Stutzkrafle dar, welcher den in der Höhe der 

»Atelstötze wagerecht und unbelastet ruhenden Träger an seinen 

Gnden um das Mals e aufwärts zu biegen vermag und das zweite 

(wgativej Glied im Ausdruck für C drückt die Kraft aus, welche 

tei ^j angreifend dem unbelasteten Trager von der Länge 2 l in 

•^^er Mitte bei C um das Mafs c durchzubiegeti im stände ist 

't^^l OL 11 S* 118). Der Einflufe von c auf die Stützkräfte iH 




) 
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also YöUig nnabhängig yod der Belastung des Balkens und wflrde 
bei jeder anderen Belastang derselbe sein. FQr c » wird 

la) A=B = ^pl und C=^^pl. 

Lärst man c allmählich gröfser werden, so werden auch die 
StQtzkräfte A und B immer gröfser 

und C immer kleiner. Für einen be- j *^' i 

stimmten Wert von c wird C=0 und 
die ganze Last geht auf die Stützen A 
und B über; der Träger verhält sich, 
wie ein zweifach gestützter. (Vergl. Fig. 104.) 

Setzt man C^-r-vl -— = 0, so erhält man den ent- 

4 l"^ 

5 »Z* 
sprechenden Wert <^ = äÄrw ^"^ damit werden \ 

Lälst man c negativ werden, hebt die Mittelstütze gegen die End' 
stützen, so wird A^B = -^pl j^ — und C = jj)Z + — p-- 

Für einen bestimmten Wert von c = ^ wird nun A^B^^ 

o •/JE/ 

Der Balken ruht allein auf der Mittel- 
stütze. (Vergl. Fig. 105.) 

Das Biegungsmoment in einem 
Abstände x von A ist 

2) M:,=Ax-P^. 

2 
Aus der in Gl. 2 erhaltenen Beziehung zwischen Mj, und ^ IS*^ 
sich, wenn ^ nach Gl. 1 bekannt geworden ist, die MomentenflWJk^ 

wie folgt entwickeln: Fügt man auf der rechten Seite +^0^ *™ 
— ■^— hinzu, so wird 

Das erste Glied drückt die Ordinaten einer Parabel in Bezog ^^ 
die Sehne AiCi=l (Fig. 103a) aus und entspricht derMomentantt^^ 







*^^, 



'*ft. 



.Ö~" 



""<■■ ^Jicffiin 



^«'«den ti„,., j;-^'> Da« zv^eite Glied 1, f!,' ^^^^t^«"- 
^^ "'••'«IllMÖt 



■fj 



P "^ "Mn man jj,, 






-' "• ^"; erscheinen „aci rj -/ * ■ 

"• '• abhängig ft ? '^ "• -* ^0" ^^ ond 



^^>rt n ' ''*'*=^'»> Wert J f' ^'"'^"'^'"'f It d!;r* "^"J* 
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Ersetzt man in Ol. .') n, 4 A durch 0,414 jo/, so wird 

6) M^„= (— J/i) = 0,086 pP. 
Ohne jede Senkung der Mittelstfltze (f&r r = 0) wird nach Gl^ ^ 

A =B= ^f^pl und C= ^ipf und damit nach 61. 3 u. 4 

7) Mn,a.=^~^^^'PP^Ofilpl^ und 

8) M, = ^pV-P^ = - P^'^^O.mplK 

Das Moment Qber der Mittelstütze Mi ist danach bei gleich^^ ^^ 
Höhenlage aller drei Stfltzen genau so grofs, wie das grorste Momer^ ^ 
eines Trägers auf zwei EndstQtzen von der Stützweite / und gleiclc=^' 
förmiger Belastung p. 

Die gröfste Spannung <r', die bei einem Balkenquerschnitt vom Wide^ '**^'" 
Standsmoment W über der Mittelstütie eintreten würde, ist im Falle c= ^^^^* 

, 3fi n,i.»ft1>r- ,, j. . n „ 0,013«/* 

<t' = --^= -,p.~ "°^ die Spannung a" die im Falle c= ,5, 
— gleiches positives und negatives Gröfstmoment, Momentenansgleich — — "" 
sowohl über der Mittelstütze als an der Stelle des Maximalmomentes entstehe^^^^ ^° 

würde ff'' =z-—l-=-^^--^=-^-^- -; das Verhältnis beider demnach --- = 1.4aF^-^^- 
n Iv iK «■" 

Die Spannung <r" beträgt also bei derselben Belastung im Falle des Momentec^v ^^' 

ausgleichs durch Senkung der Mittelstütze nur - = rot 0,: der Spannung e^ ^' 

für die Lage der Stützen in gleicher Höh«*. Umgekehrt würde bei derselb«^^ ^^ 
zulässigen S])annung <r die Tragfähigkeit im Falle des Momentenaosgleiclf =^^^ 
1,45 mal so grofs sein. 

Das Mafs der Senkung c, das eiue so erhebliche Wirkung im Gefol^^ ^^^ 
hat, ist vorhältnisniäfsig sehr gering. Beispielsweise würde ein dreifach g «^^4^*" 

Btützter I-Balken von 30cm Höhe, J=:;»8()0cm» nnd -==(»52, I=4,t" u^k: nJ 

f _ 

einer gleichförmigen Belastung ^ = oOOO ^« \»t. lfd. m für den Momentenausgiei- —ich 

eine Senkung (Gl. .,) . = ^_ --^^^ =0,:..-, d. ,. rund —^ der Stü^- 

weite /-=400«'m erfordern. Die Spannung würde betragen 

. u nr * I • U r 0,i2R-30-400^ ,._ . 

a) ohne Momentenansgleich tr' = — -— r = 1120«, 

n ü,o-««- 1^*0 -400'^ ^^, . 

b) nut „ tr" = -' — — = 634»». 

Wir erkennen hieraus, dafs der dreifach gestützte Balken hinsichtlich ^cdf*r 
ciutretendt-n gröfsten Kandspanuuug <r selir empfindlich ist gegenflber der Höh «^ön- 
lag« der Stützen gegeneinander und «li».* genaueste Verlegung erfordert, wenn «i* 
rechnuugsniiirsige Spannung innegehalten werden soll. Eine Uiigenaoigkeit^ ^^ 
der Höhonlago von 1'*" "O der Stützweite hat bereits die oben berechnete Sp-^*^' 
nungsverächiedenheit im Gefolge und diese Unsicherheit ist allen Balken 0^t 
statisch unbestimmter Unterstützung eigen. Aus Sicherheitarttcksiehten ^tiM*^ 
daher gut, von der Anwendung derartiger Balken nur den Tor»ichtig»t*8 
0(»braach zu machen. 



i 
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Die Quarkrafi im Abstände ,t von der Endstüke A ist 

Sie stimint überein mit dem mf S. 129 für ^— ^ abgeleiteten Ans- 
drucke tsnd wird geometrisch durch die Ordlnaten einer geraden 

und / von A , also in den Querschnittent für welche M^ seine abaoluteti 
Grölstw erte annimmt, ist die Querkraft gleich Null, bezw, sie wechselt 
ihr Vorzeicfaen. Ihre absoluten Gröfstwerte finden sich links und 
rechte anmittelbar neben der Mittelstütze* Für ^ — (Stützen in 
gleicher Hohe) ist hier nach GL 9 



nni für v ^ 






(Momentenauagleich) ist 



Vm nun zu dem Falle allgemeinster Belastung des Balkens 
aif drei Stützen zu gelangen, setzen wir zunächst eine Einzellast P in 
beliebiger Lage, 
'^ier im links- 
_^©itigen Träger- 
lfelde voraus* 
106.J Die 
Jtmxlraft B 
_|ttrs dabei ab- 
^Srta gerichtet, 

Qegatif sein; 
^mtkn m bat das 

''^htaseitige 
^•"igerende nie- 
^Ä^balten, weil 
^* sich sonst von 
^^r Stütze ab- 
I^Vjsn Qfjd in der 
liichtting der 
^^gente an die 
Dg^linie bei 
fiuf zwei 

9* 
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gleicher Höhe angeDommen und der von der Belastung unabhängige 
£inflars einer Senkung c der Mittelstütze soll nach den Ausffihrucgen 
auf S. 127 u. 128 beurteilt werden. 

Wir denken uns den Balken bei C in der Richtung A'CB' 
seiner Biegungslinie unter dem Winkel o) festgehalten, bezw. ein- 
gespannt und die Stütze A beseitigt Dann senkt sich nach S. 118 
61. 7 der Lastangriffspunkt 2> unter Wirkung von P gegen die 

Tangente A'C um : = ^ y,/ und das Trägerstück DA stellt sich 

gegen A'C in die Neigung a = — \ /^ . Dabei gelangt derEnd— 
punkt A des Balkens nach A" und es wird 

AA'=ojl-\-s+oiu-^(oU-— r o + -> u]^o)'l+ ; -.,; (2/-hig->> 
JJi, \ 6 2 / u Jjtj 

Der Stützdruck ^ hat die Wirkung, das Trägerende um dieses M&.&S 

wieder aufwärts, also in seine Anfangslage zurück zu biegen. Daracas 

ergibt sich die Gleichung 

Ebenso mufs der abwärts gerichtete Stützdruck B das Trägerende JB 
von B' nach JB, d. i. um ein Mafs BB' = l'Co abwärts biegen können, 

BP 
also die Gleichung erfailen j = Icj. 

Aus beiden Gleichungen entsteht durch Abziehen 

A'-B = ^{l — ~] f^ + y) ^^ ^^ Momenten- 
gleichung in Bezug auf liefert 

^ + ^ = -- f 2 — 2 y ] . Aufserdem mufs sein 
A+n + C=P und man erhält 

Bei einer Senkung der Mittelstütze um c würde sich A und B um -^ 

^3 vergröfsern und Cum — ^3— verkleinem (vgl. Gl. 1 S.127), wof^ 

zu bemerken ist, dals, da B abwärts gerichtet, negativ ist, sein Absoli^^ ^^ 
wert durch c in vorliegendem ¥a\U rak^V^TtV^\Ä«c\wii«rfiJir«i würd^" 



Tr^ inf^f'jf' Kräfte, ftkgunff.<rtmjnfntt! h.k.w, itiai. toiheAt. Mr/Zr/r», 133 



Xaclidem so die Stühkräfte gefanden sind, kann die Ermittelung 
4e9 Biegiingsmomentes und der Qtierkralt fftr irgend einen Qaer- 
^hnitt iit bekannter Weise geschehen. 

Zu der Momentenfläche Fig. 106^ a gelangt man auf folgende 
Wm&. Man betrachtet den Balken als anf zwei Stützen .4 und O 
rtjlienJ und von Lasten /' und B ergriffen* Der Last P entspricht 



äänn das Dreieck AiC^B^ mit der Höhe 



Pujl — u) 

l 



als Momenten* 
Höhe 



lläebd QQd der Last B das Dreieck AiB^C^ mit der 

^•/=— j-(y — j^u Ersteres ist positi?^ letzteres negativ im 

bewerten, beide heben sich bezüglich der Fläche ^f/"*ijVauf, so dafs 
als Endergebnis die positive Fläche A^ND^ und die negative 
-fijCj NC\ mit dem Momentennullpunkt ^V gewonnen wird. 

Wirken mehrere Einzellasten auf den Balken ein, so sind ihre 
B^itr^e zu den Stützkräften nach den Gleichungen 10, 11 u* 12 
6iQZ€ln zu ermitteln und zu summieren. 

Handelt es sich um eine gesetzraäfsig verteilte stetige Last p 
fQr die Längeneinheit (Fig. lOüc)* so kann man den auf ein Längen- 
teilchen du entfallenden Lastenteil p-du 
als Ginzellaat ansehen und auf ihn die 
Gleichungen 10, 11 u. 12 anwenden* Der ^ ,^ ^ 

4urch denselben in A erzeugte Stützdruck ipL^^^MJ^ ,j 

l«t , ^ _p'du ^ - -^ * 



Pig* 106 c. 

r 



dA 



lastang von 



Erstreckt sich die Belastung von u^u^ 
G^samtstützdruck 



bia y/ = «^^ 30 ist der 



ist p =/ii*) bekannt, so kann die Ansftlhrung der Integration 
tu üblicher Weise geschehen* Für eine gleicbmäfsig verteilte Last 
{p konstant) wird 



14) 






134 Zweiter Abschnitt, Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe. 

Für iij = 0, {/2 = ^ Belastung des ganzen linken Trägerfeldes wird 
16) A = ^pl, B^—^miC^^pl. Die voDe 



16 — 8^ 

Belastung des rechtsseitigen Balkenfeldes wikrde ebenso ergeben 

3 
die volle Belastung des ganzen Trägers mithin A = B^-plr 

o 

C=2'-pl = j plf wie weiter oben bereits gefunden. 

Ist der ganze Träger gleichmäfsig mit g und aufserdem da» 
linke Feld mit p belastet, so wird 

17) A^lgl + ^^pl, B^^gl^^, C^Ll + ^pL 



8' 



li)' 



16' 



Fig. 107. 




2. Der einseitig wagerecht eingespannte und am 
freien Ende unterstützte prismatische Balken. 
Ist der Balken, wie hier zunächst angenommen werden mög^ 

gleichmäfsig belastet, so läfst sich seine Behandlung ohne Weiter^ 

auf den unter 1 besprochenen dreifach gestützten Balken mit gleiche 

mäisiger Belastung zurückführen. Da die 

Richtung der Biegungslinie des letzteren 

bei symmetrischer Anordnung über der 

Mittelstütze wagerecht ist, so kann man 

sich die eine Trägerhälfte, beispielsweise 

die linksseitige in dieser Richtung, fest 

eingespannt denken, ohne dafs das 

Biegungsmoment, die Querkraft 

und somit auch die Biegungs- und 33^^ 

Spannungsverhältnisse der rechts- 
seitigen Trägerhälfte irgend eine 

Änderung erfahren. (Fig. 107 u. 

108.) 

Die Stützdrücke A und B er- 
geben sich aus Gl. 1 S. 127 für 

c = zu 



Fig. 108. 




1) 






und 



B = ^pl 
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and wenn die Stütze B gegen diejenige bei A nnd c erhSht wird 
la) A = ^pl j^ und li = -^pl + —^. 



P 



•2) 



Das Biegungsmoment im Abstände a; ron B ist nach Gl. 2 S. 128 
Mm = B.v 27*-. Es erreicht iai 



B 



Abstände a;, = — seinen positiven Gröfstwert 
V 

3) M^ = ^ (vergl. Gl. 3 S. 129) und im Be- 

festigangsquerschnitt fla x=l (Gl. 2) seinen negativen Gröfstwert 



4) 

3 a) 
4a) 



Jf. 



Fflr c- = wird 



9 



und 



M, 



^_pP_ 



Für <;= ' ^ .(Momentenansgleich vergl. Gl. 5 S. 129) wird 

Fig. 109. 

^ 



: (-Jfj) = 0,086 p;2 

^^öJ-gl. Gl. 6 S. 130). 

W^ir lassen jetzt eine 

^^özellast P im Abstände u 

^^n ^ auf den Balken ein- 

^^»•ken. (Fig. 109.) Ohne 

^^^^ Stütze bei Ä würde das 

fröie Trägerende sich um 

^JE '^'*' 2 JE 
^^fi^tx die Wagerechte durch 
^ ^erabsenken. Der Stütz- 
^^^^Ic B vermag dasselbe in 
®*^*xe Lage zurflckzubiegen 
^^"^^ darin zu erhalten. Daraus 
^^^«t B]^ _ P{l^uf 

dJE 

P f 




3 JE 



+ " 



p{j,-uY 



&> 



yi" 



'f+S 



3\ 



und somit 
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und aus der Nullgleichheit der senkrechten Kräfte 

Nachdem A und B bekannt geworden, läfst sich das Bi^ungs- 
moment fftr jeden Qaerschnitt in bekannter Weise ermitteln. 

Die Momentenfläche ergibt sich wie folgt: Auf den bei A ein- 
gespannten Balken wirken die Kräfte P und H biegend ein, and 
zwar erstere abwärts, negativ, letztere aufwärts, positiv. Der Kraft P 
entspricht das Dreieck AiDiC^, der Kraft B das Dreieck AiB^C^ 
als Momentenfläche. Die Zusammenf&gung beider, erstere negativ, 
letztere positiv genommen, ergibt die Momentenfiäche BiJDiNCyC^ 
mit dem Momenten-Nullpunkte N. Der Gröfswert des Momentes 
an der Einspannungsstelle, das sog. Einspannungsmoment, ist 

7) jtfj = ^./-/>.(/-,,)=-^(l-7!) 
und im Angriffsquerschnitt der Kraft bei 2> 

8) M,=Bu^-^[2--+j^y 

Greifen gleichzeitig mehrere Einzellasten an, so lassen sich deren 
Beiträge zu .i , B, M^ u.s. w. mit Hilfe der Gleichungen 5, 6, 7 u.s. w. 
einzeln berechnen und summieren. Auch ffir eine beliebige verteilte 
Last lassen sich die Gleichungen 5—7 benutzen, wenn man, wie 
unter 1 S. 133 P=dtt'p setzt und die entsprechende Differenzial- 
gleichung wie dort löst. 

Der hier besprochene Belastungsfall ist wie der dreifach gestützte Trager 
einfach statisch nnbestimmt. 

Als unbekannte mechanische Werte kommen für das äofsere Gleichgewicht 
hier aufser den Stützdrücken bei A und B das EinspanDungsmoment üfi bei 
A in Betracht., denen, da es sich um Parallelkräfte in einer Ebene handelt, 
nur zwei Gleichgewichtsbedingungen gegenüberstehen. Die Entstehung des 
Einspannungsmomentes M^ hat man sich wie folgt tu erklären: Man denkt 
sich den Balken zunächst in A und B als zweifach gestützten Träger frei 
aufliegen; dann wird seine Biegungslinie 

bei A um einen Winkel a gegen die Fig. 110. 

Wagerechte genoigt sein (Fig, 110). JJ^ 
Lüfst man nun auf das Balkenstück (\^ 
links von A ein linksdreliendes all- a^ 
mählich gröfser werdendos Moment 3/, 
einwirken, so wird bei einer bestimmten 
Gröfse desselben die Biegungslinie im 
Punkt A wagerecht. Das gleiche Moment entsteht in A^ wenn man das 



dort übtHTagendtf BaikeQstQek diir«:h Belas^tnng in die wag@reclite Ekbtuni^ 
mwto^^ d. h. dosselbp wa^erecht einspannt 



3- Der an beiden Enden fest eingespannte Balken- 
Für das äufsere Gleichgewicht kommen anfser der als gegeben 
anzusebenden Belastung die beiderseitigen Stützdrücke A und B und 
die beiden Einspannnngstnümente M^ und M2 (Fig* 111), also Tier 
unbekannte inechaniäche Werte in Frage, denen, da es sich um 

Fig. 111 




Parallelkräfte in einer Ebene bandelt, nur zwei Gleichgewichts- 
hedingungen gegenüberstehen, so dafs der Zustand des Balkens ein 
zweifach itatiscb unbestimmter ist 

Wir tnacben zunächst die Annahme, dafs die Einspannung des 
Balkens beiderseits in gleicher Höhe und unter gleichen Richtungs- 
winkeln oj gegen die Wagerechte erfolgt und der Balken gleicbmälsig 
mit p für die Längeneinheit belastet ist (Fig. 11 L) Bei der dann 
herrschenden völligen Symmetrie müssen sowohl die beiderseitigen 
Einspannungsmomente M^ und M^ als anch die Stützkr^fte einander 
gleich sein. LetEtere sind demnach 



1) 



A = B = 



Das Bieguogstnoment im Abstände x von A ist 



2) 



pj** 



.P^t 



M, = A^-^ J!f, =^il-^)-M, 
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und f&r die Biegungslinie in Bezog auf das ans Fig. 111 ersichüid^ 
Achsenkreuz gilt die Gleichung 

Die Int^ation liefert 

Für « = wird -r- = (a and demnach C=ü>. 
a.r 

Für .r= 2 w"-d ;^-f, = 0. also _.(i^_^)+u, 

und daraus 

5) -Sf, = j2" j • *^** ^"^^ (wager. Emsp.) 

5a) M^=j^. I 

Damit sind sowohl die Einspannungsmomeute als die Stfltzkräfte 
bekannt und nach Gl. 2 läfst sich auch für jeden Querschnitt das 
Biegungsmoment J/^ berechnen. Die Momentenfläche ergibt sich 

ohne weiteres aus Gl. 2. Das erste positive Glied ^(' — ^) wird 

geometrisch durch eine Parabel mit der Sehne l und der PfeilhOhe 

~-, und das zweite, negative, durch ein Rechteck von der Länge l 

TS 

und der Höhe M^ ausgedrückt. Aus der ZusammeniÜgung, bezw. 
der Differenz beider entsteht die wirkliche Momentenfläche Fig. 111, a, 
deren mittlerer Teil positiv ist und deren seitliche Teile negativ sind. 
Die Gleichungen 5 u. oa lassen sich auch ohne Integration 
unmittelbar aus der Momentenfläche ersehen. Die Richtungen der 
Biegungslinie in A und B weichen nämlich um 2 a> voneinander 
ab und nach Gl. 3 S. 115 mufs sein 

«i o 1ä 

woraus durch Auflösung für M^ Gl. 5 entsteht. 

Das gröfste Moment in der Balkenmitte wird nach Gl. 2 

für »^ = ö 



ia) 



ind fOr tti = I) (wagerechte Einspannuiig) anter BeaeMatig der GL 5 

^^'^'^ 8 12 '" 24' 
Die Verschiedenheit der positiven and negativen Gri5fstwerte 
fj/^a^ and Ml, wie sie ffir wagerechte Einspannung aus GL 5a u. 6a 
[ersichtlich ist, läfst sich durch einen bestimmten Wert für (jj aus- 
{leieh^n. Die Bedingung 3/^^^^ — J/i fuhrt gemäfs GL ö zu 

. = Jl. = ^ Ml , woraus sich ergibt 



iL 



Jtf,= 



Mm^^ = Mi —' 



16 



liesem Mamentenausgleich entspricht nach GL 5 ein Winkel 

Die DuTchbieguDg in der Triigennitte erhält mau entweder diireh weitere 
ntegimfcion der Gleicliung 4 S, 138, oder mit Hilf© der Gl, 3 S. U."^ in dem 
es Mtiment der Momenteußache der äuf^ereu T ragerb ülft** in Bezugs 
^of lins Trügerende A (jergL Fig. II L&] tn 



Für wagerechte EinspannnDg «ü=:0 



M, = ^ wird f^^^^j^. 
L */* der Darehhiegung des bßiderseita frei ayfliegenden Balkeas (GL *25 S. ]2Z). 



Für den Moraentenatisgleich J/j = ^ wird /"= 



j.i^ 



Iß 



inJE 



Der hier besprochene ünterstützungsfall eines prismatischen 

alkens durch beiderseitige Einspannung ist llr die unmittelbare 

n wen düng von verhält nismäfsig geringer Tragweite, weil eine 

Einspannung in genau wagerechter oder sonst bestimmter Richtung 

praktischen Schwierigkeiten begegnet. Die Ergebnisse lassen sieh 

Aber för andere wichtige Untersuchungen mit Vorteil verwenden, 

iS soll daher in folgendöra noch der allgemeine Fall einer heider- 

igen Einspannung in verschiedener Höhe und Neigung, sowie mit 

ebiger Belastung erörtert werden. 

Wir betrachten den Balken zunächst unbelastet, in den Stfitz- 

unkten A und B nur gegen Verschiebung, d, h. drehbar festgehalten, 

und au den Enden von Momenten Mi und M^ ^ii* entgegengesetztem 

Drehungssinn ergriflen. (Fig. 112,) Stehen beide Momente nicht 

teinander im Gleichgewicht, ist beispielsweise ^¥^> J/2, so müssen 



L&ber 
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^l=*.iH. 



Fig. 112. 



4* -- 



an den Stützpunkten entgegengesetzt gleiche Stfitzkräfte Ai und £, 
<d. h. ein Eräftepaar) auftreten, welche das Gleichgewicht herstelloi, 
so dafs Jf,— J/j— -^1^ = 0, also 

9) ^i=-B,= 
Bei der ge- 
machten An- 
nahme 

J/i > Jfj ist 
Ax aufwärts, 
By abwärts 
gerichtet. An 
oiner beliebi- 
gen Schnitt- 
stelle ist dann 
das Biegungs- 
moment 

10) Jif, = ^,.x-Jlfi = Jlf, (|-l)-.^. 

Die geometrische Darstellung dieses durchweg negativen Momentes 
ist geradlinig, daher durch zwei Punkte bestimmt Für ^ = ist 
^|/=— jfj und für cc^J Mjc = — M^- Die durchweg negative 
Momentenfläche ist also ein Trapez; man hat die Endmomente ab 
Ordinaten aufzutragen und durch eine Gerade zu verbinden. 
Die Querkraft ist f&r alle Querschnitte 




11) 



Q. = ^i = 



/ 



Unter der Wirkung der negativ angenommenen Momente 1/, 
und i/o entsteht eine konkav, nach unten gerichtete Krümmung 
des Balkens und die Biegungslinie schliefst in den Endpunkten 
desselben gewisse Winkel oji und cjj mit der Wagerechten ein. 
Diese Winkel stehen daher zu den Momenten M^ und M2 in bestimmter 
Beziehung, zu der man wie folgt gelangt: 

Der Punkt A^ der Biegungslinie hat von der Tangente A2B1 
in Bi den Abstand A2A1 und ebenso der Punkt Bi von der 
Tangente A1B2 den Abstand B2B1 und zwar ist bei den aus der 
Figur ersichtlichen Winkelbezeicknungen 

A2Ai = {oj2 — ß)l und B2Bi = ioj^+ß)l, 
kleine Winkel a> und ß vorausgesetzt. 



ilf Aufm-e Kriiflf, BifgutigsmamtnU u.s, tL\ staU unheM. Bnlkeit, i^\ 



Nach Gl. 3 a 115 ist nun 

l>rin ^1 den Inhalt der trapezförmigen MomentenMche und i^ mä ^.^ 
le Abstände des Schwerpunktes derselben YOn ^i| und ß^ bezeichnen. 
B&kt man sich das Trapez in zwei Dreiecke zerlegt (siehe Fig< 112), 
erhält man 

j^j.^2 = |f .^ + -^ i/j/ = ^ {2 ,!/, +M2) . Daher wird 



13) 



P 



lioxj — ß) JE= - (M^ + 2 1%) und 



i^ 



l^ica,+ß)JE^'^i2M, + M,). 



Die Gleichungen 12 und 13 drücken allgemein die Beziehungen^ 
Mm f-wischen den Neigungswinkeln ta^ und tü^ der Biegungslinie 11^ 
den Stttzpunkten A^ und B^ und den Momenten 3/, und J/^ daselbst 
1 ritt nun zu den letzteren noch eine beliebige Belastung des Balkens 
hinzu, so addieren sich die Wirkungen heider sowohl binsichtlich 
der Stützkräfte als der Biegnngsmomente J/^ nnd der Querkräfte Q^,. 
Sind ^r und B* die durch die Belastung hervorgerufenen Anteile 
der Stützkräfte, .t und B die Gesamtstützkräfte, so wird unter 
Beachtung der Gleichung 9 

Ist ferner F' die aus der Belastung sich ergebende positivfr 
Momentenfläche und sind §' und §** die Schwerpunktsabatände 
derselben ?on den Stützpnnkten A und B, so ist die Gesamtniomenten- 

"*'•* F^=F'-F,=F'--^^^l (Fig. 113) 

unit die statischen Momente derselben in Bezug auf die Stützpunkte^ 



I 



mid B sind 



r'-c'-F, 



i't-i" 



'.F'-r--äiJ^, + 2-Mi), 



F'-r'-F,'^.=F'-i"—-{2 Ml +-!/,). 
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An Stelle der Gleichnngen 12 u. 13 treten f&r den belasteten Träger 

|2 



15) 
16) 



Fig. 113. 
A 




Denkt man sich nan die Balkenenden in den anter Zusammen- 
Wirkung der positiven Momente der Belastung und der negativen 
Momente Mi und Äf2 entstandenen Neigungen (d^ und a>2 festgehalten 
oder eingespannt, so hat die Einspannung die Momente M^ und JUo 
zu leisten. 

Nach 61. 15 u. 16 lassen sich, wenn (*>i^ 0J2, ß und F* bekannt 
bezw. in bekannter Weise ermittelt sind, die Einspannungsmomente 
Mx und M^ und dann mit Hilfe der 61. 14 auch die Stützkräfte 
A und B berechnen. Damit ist die Frage des äufseren Gleichgewichts 
gelöst. 

Das Biegungsmoment in beliebigem Abstände vom Stützpunkt A 
ergibt sich unter Beachtung der 61eichung 10 zu 



17) 



Mx =M,'-A/, ( l - *) -M^j , 



worin das erste Glied M^ das positive Biegungsmoment des beider- 
seits frei aufliegenden Trägers, das zweite und dritte Glied die 
negativen Beiträge der Einspannungsmomente darstellen. 

Für die Querkraft Q^ erhält man mit Beachtung der Gl. 11 



18) 



{h = QJ- 



i 



worin wieder QJ die Querkraft des beiderseits frei auf Uzenden Balkens 
bezeichnet. 



JFä Äußere KHIfit, Bk^n^smomente u.a. ir. »tat unhfM. Hnlkm, ]43 



Besteht die BelAstiiing beb plüb weise aut einer EinsEellost 2^ {Fig. 114), 

'eo ist F* ein Dreieck toh der Grqiiiiiiiiie / und 4er Hohe - ^'^ . Ferner i«t 

" ?"'"är^2/'^~X' ^^ ^ ^^T' ^^—^- Für beiderseit» 

Fif. 114. 




^ereeJit« £iaq>antiiuig und gleiche Uoli«nkge der Stütsen wird anfserdeni 
^^wj=0 ttnd ^=0. Nach GL 15 n* 16 wird dann 



l 



■l(M, + -2M^) and 



= - P'^^^'^<^ + Q _ / (2 M, + M,) iiBd daraus 



M,^ 






3L = 



Pa^h 



i- 



ÄngrlffittiiorschDitt der Last für Ä^=et wird M^' = — j — und sotntt nach 






^L 17 das Biegangamomt^Dt 

ITbcIi gl 14 werden die f^tüt^ilrlicke 

l Fl 

F&r 4en Lastangriff iu der Balken mitte (t = h=:= - wird M^ = M^^—^ 



Fl F 

und ebenso M,y^ -^ , ji^^B^^-^ . 



Für eine Eiazellast in dt^r Baikenmitte 



alio hei wagerechter Hinapannung Moiueiitena.usglekh vorbanden* 

Wirken gleichzeitig roehrere EiniellaBten P„ in beliebigen Abständun 
«„ und h„ von A und B, so summieren ticli deren Beitrüge lu dem Ein- 

ipanaangsmomente. Es wird 31^=-^ IFnttn^^n^ und M^^ jj S Fm ^n^ b^ . 
Kftchilem Jlf, niid Mj danach bekannt geworden sind, lassen sicli die Stüts- 
lirifte A md JB, ho wie das Biegung^moment M, und die Queikrafl Q, nach 
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GL 14, 17 u. 18 bestimmoD. Bei stetiger Belastung p aaf beliebiger Strecke 
Ton x = a:, bis x = x^ sieht man p-dx als Einzellast an. Bs wird dann, 
wenn man in obigen Summen P„=p-da;, ft^=x und a„=i — x setzt, 

M^=p \x*{\^x)dx und M.2=p {{l — xy-x-dx. 



4. Prismatischer Balken auf beliebig vielen Stützten. 

(Fig. 115.) 
Der unter 1 bebandelte prismatische Träger auf drei Stützen 
wurde als einfach statisch unbestimmt erkannt, weil zur Bestimmung 
der das äufsere Gleichgewicht gegenüber der senkrechten Belastung 

Fig. II ö. 



Mn-i 



Mji'l 




herstellenden drei unbekannten Stützkräften nur zwei Oleichgewichts- 
bedingungen, bezw. zwei Bestimmungsgleichungen zur Verfügung 
standen (Nullgleichheit der Summe aller senkrechten Kräfte und 
desgleichen der Summe aller ihrer Momente). Jede hinzutretende 
weitere Stütze bringt in die zu behandelnde Aufgabe des äu&eren 
Gleichgewichts eine neue unbekannte Stützkraft. Bei r TrSgerfeldem^ 



also r -h 1 Stützen, und ebensoTiel unbakannten Stützkrüften stehen 
tUT Bestimmang der letzteren wiedenim nur zwei Gleichungen zur 
Verfagung, m febkn also r— 1 Gleichungen, die aua der Biegiings- 
lehre gewannen werden müssen ^ der Träger ist somit (r— l)-fach 
Siatlsch anbe$timmt Sind die St^tzkrärte alle bekannt geworden, 
90 lifst sich aus diesen und den Lasten das Biegungsmoment für 
jeden Querächnitt des Balkens in üblicher Weise bestimmen. Aach 
in den Querschnitten senkrecht über den Stützen ergeben sich im 
allgemeinen bestimmte Biegungsmomente, die sog. „Stützmomente", 
welche, wie man leicht erkennt, nur über den beiden Endstiilzen 
gleich Null sind. Im pnzen sind demnach 7* — 1 Stützmomente 
forhanden. Denkt man sich den Balken über allen (r^l) Zwischen- 
jitützen senkrecht durchschnitten {Fig. llÖ,h% so verschwinden damit 
tllt (r — 1) Stützmomente und der Balken zerfallt in r zweifach 
gestützte, also statisch bestimmte Einzelträgen Die Zahl der Zwischen- 
stützen, bezw. Stutzmomente drückt also den Grad der statischen 
Dobestimtntheit des Balkens aus. Die Stützmomente werden von 
den auf den Zwjschenstützen zusammentretenden Einzel trägem gegen* 
teitig aufeinander ausgeübt (Fig. 115,.?) und können daher für das 
Gleichgewicht jedes Einzel trägers als anfaere mechanische Werte 
angesehen werden (Fig. 11ü,c^)* Sind sie ermittelt, so lassen sich 
nach 61. 14 S, 141 auch die Stützkräfte leicht bestimmen und die 
Frage des äufseren Gleichgewichts kann als gelöst, bezw. auf die 
rein statischen Gleichgewichtsbedingungen zurückgeführt angesehen 
werden. In folgendem möge dieser von dem französischen Ingenieur 
Clapeyron zuerst eingeschlagene Weg verfolgt und die Stützmomente 
als Unbekannte zunächst ermittelt werden. 



Einznfiihrende Bezeiclmiingen. (Fig. 115.) 

Die Stützen werden mit 0, 1, 2 . . , ?* — 1, n^ n + l . . . 
und die einzelnen Stützweiten mit /j , /^ .../„,. . bezeichnet. 
Die Verbindungsgerade je zweier benachbarter Stützen schlierse 
mit der Wagerechten die Neigungswinkel ß^, ß^ * * ^ ßn * ^ * und 
die Richtung der BiegungsUnie über den Stützen mit der Wage* 
rechten die Winkel ta|, arg . . . cü« . , . ein. Die Stützmomente 
(Ober den Endstützen gleich Null) seien über den Zwischenstützen 
Mi^ Mn * ' ^^n ' * * ^nd zwar in Obereinstimmung mit den Aus- 
ftlbrongen auf S. 92 (oben) positiv gedacht, wenn die Biegnngslinie 



Wtel. rrMiitmUhhff 



\^ 



^lAi 
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Ober den Stützen ihre konkave Seite nach oben kehrt, negatlT io 
dem (meist eintretenden) entgegengesetzten Falle. 

Die Endstützkräfte seien A und B, die Zwischenstfitzkrftfte 
Cj, C2 . . . Cn . . . Das nte Trägerfeld wird danach linkssdts 
von der n— Iten, rechtsseits von der nten Stütze begrenzt und an 
den Enden von den Stützmomenten Jfn-i und M^ ergriffen. Die 
Bichtung der Biegungslinie schliefst dort mit der Wagerechten die 
Winkel cü^-i bezw. cü» ein und die Yerbindungsgerade der Stützen 
ist unter dem Winkel ßn gegen die Wagerechte geneigt Das 
nte Trftgerfeld können wir uns daher als linksseits unter dem 
Winkel cü^-.! und rechtsseits unter dem Winkel o^ eingespannt und 
die Stützmomente Mn^i und Mn als Einspannungsmomente wirkend 
denken. 

Wenden wir dann Gleichung 16 S. 142 auf das nte Trftgerfeld 
an, indem wir vertauschen cü^ mit cü^.!, l mit In, ß mit ßn, F' mit 
Fm s" niit Sn\ Ml mit Mn-i und M^ mit Jf», so wird 

1) ln\0>^A-ßn)JE=F;rS':.-^^(2Mn^^+Mn) 

und ebenso fQr das n+lte Trägerfeld 

Durch Abziehen beider Gleichungen und entsprechende Oronui^g 
erhält man 



{OJa-A-OJn)JE^(ß,,-ßn^x)JB + 



^n'^n ^»-}-rSf»+1 



' 1 

- g (2 Mr^^ln +Mn{h. - 2 «n+l)-Mn+|«n+l) . 

Auf der linken Seite der Gleichung 3 stellt die Differ^^ 
ojn-\—<j^n den Winkel «n dar, welchen die Tangenten der Biegung 
linie über der n— Iten und nten Stütze miteinander einschliefs- 
und nach Gl. 3 S. 115 ist 

Die Gleichsetzung der Werte aus Gleichung 3 u. 4 ergibt na 
entsprechender Ordnung und wenn man Z» — §n=§n setzt 



+ "^Jl^^^ + 6JE(ß^,-ß^ 
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Die ersten beiden Glieder der rechten Seite allein sind direkt 
Ton der Belastung abhängig. 

Befindet sich in jedem Felde eine Einzellast P„ in Abständen 
4t^ bezw. b^ TOn den Stützen, so ist P^ ein Dreieck ?on der Hdhe 



I^^^'ajt*^ 



(Fig. 114), daher F^^ 



Pn^^'h^ 



panktes tob der Stütze ji-^l 



der Abstand des Schwer- 



%F^'i: ^ K 



*^(44-aii)- In gleicher Weise erhält man 



GJ; 



ii+i^ii+i 



l. 



'n+l 






f Damit geht Gleichung I über in 
Bei mehreren Lasten in jedeiij Felde würde jede 2u dem be- 
tareffenden Qliade in GL II ihren Beitrag liefern und die ersten 
b«i«i0D Glieder der rechten Seite würden dann werden: 

^ 2:Pr, ' b„ a„ (4+<t«), bexw. j— £Pti^i ' 6«+i ■ a«-f i {l,^i +b^i ). 
Bei gleich mäfsig verteilter Belastung ganzer Felder mit p« 
t cIm. Längeneinheit wird I\ eine Parabelfläche der Pfeilhöhe 
Äaher F^ 

GF.^s: 



IJ'Pn 






|; folglich 



III> 



— ^hpJn ttnd Gleichung I wird 

Sind Einzellasten und stetige Belastung ganzer Felder gleichzeitig 
^^5^iiden, so hat man den Gliedern mit P^ in GL 11 diejenigen 
^*^ i», in GL lU hinzuzufügen. 

Das letzte Glied in den GL I— III hängt nur von der gegen- 
^^^ig^ Höhenlage der Stützen ab und verschwindet^ wenn diese in 
^^^r Geraden liegen, ^„4,1 = ßn iat. Die rechten Seiten der GL I, 

10* 
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II und III enthalten gegebene GrOfsen^ die linken Seiten dagegen 
die unbekannten Stützmomente. Die zur Bestimmung der im ganzem 
r—l unbekannten Stützmomente erforderlichen Oleichungen bekommt 
man, wenn man der Beihe nach in den Gl. I, II oder III n == 1 , 
n»2 bis n = r — 1 setzt 

Sind so die Stützmomente bekannt geworden, so erhält man 
die Stützkräfte wie folgt: Auf der nten Stütze entsteht lediglidi 
infolge der Stützmomeute nach Gl. 9 S. 140 aus dem nten Trägerfelde 

^ Tf 

herrührend (Fig. 115,c) die Kraft -^^ — -— und aus dem n + Itea 
Trägerfelde die Kraft —^ — ^^, im ganzen also die Kraft 

In tn-^-l fn "V^n In-^J Im+l * 

Hinzu kommt infolge der Belastung des nten und n+ 1 ten Trägerfeld» 
als Einzelträger eine in bekannter Weise zu ermittelnde Stützkraft C* 
(Vergl. Fig. 115, 2>.) Die Gesamtstützkraft der nten Stütze ist daher 






Das erste anf C^' folgende Glied ist die Entlastang des Punktes n infolge 
des StQtzmomeutes bei n—\, das dritte diejenige dorch das Moment bei n-\-U 
das zweite die Entlastung der Punkte n — 1 und n+l infolge des St&tx- 
momentes JIT^*, welche eine Mehrbelastung des Punktes n um den gleichen 
Betrag bedingt. 

Für die Endstützen (n = 0) ist sowohl Jdn-i als Jdn gleich Null 
und JUn-{-i==Mi; somit 

IV a) A^A' j^ , wenn unter A der Sttttz- 

druck der Endstütze des einfachen Einzelträgers im ersten, bezw. 
letzten Felde verstanden ist. 

In den in 61. IV u. IV a berechneten Stützkräften kommen 
positive und negative Glieder, bezw. Beiträge vor; je nachdem die 
ersteren oder die letzteren überwiegen, fallen die Stützkräfte selbst 
positiv oder negativ aus. Das Auftreten negativer Stützkräfte setzt 
stark ungleichmäfsige Belastung der Einzelfelder voraus. 

Das Biegungsmoment an beliebiger Stelle ist nach Gl. 17 S. 14? 

V) M^^M:,-M^,U~\-^. (Vergl. Fig. 115,^:) 
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teilen A^€\E^, 



In Pig* 116 ist die der Gl V entsprechende Momentenflficbe 
für einen funlTacli gestützten Balken in schematiscber Woide dar- 
gestellt Sie ergibt sich aus den der Belastung der Einzeirelder 
©ntaprechenden positiven Beiträgen ÄiDiCi, CiD^f^ n s w. und 
aus den durch die Stützmomente heryorgerufenen negatiTen An- 
Cj^jJE^C^ u. 8. w., welche entstehen« wenn man 
Fig. IUI 

__ _^+ 

^1 

<^\JE7^=J/i, C^E2 = M2 u. s. w. macht und die Punkte E^EJC^ 
Q. 9* w* geradlinig verbindet Der achraOierte Unterschied beider 
ist. die wirkliche Momentenfläehe, die, je nachdem der positive oder 

s^ögTitive Anteil überwiegt, positiv oder negativ ist Bei N^, iVi, N^ 
tl- a* w. finden sich sog. Momenten-Nullpunkte, 

Ftr die Qaerkraft an beliebiger Stelle erhalten wir nach Gl 18 

VI) ö.=ö;+ 




M^^y^M, 



Die Gleichungen I — VI, die sog, Clapeyron'schen Grund- 

g'l Eichungen, setzen uns in den Stand, für jede beliebige Belastung 

ei 11^9 nfach gestätzten prismatischen Trlgers alle in Fri^e kommendea 

tKioolanischen Werte» Biegungsmamente, QuerkrÄfte u. s. w, xu 

berechoeo. 

Aniveudiingen. 

Bt]ft|»iel 1: Bin X-Tflger vom QiiersehDitt A = 30, h=\A, h^ = 'i% und 

^1= OtiD (vergL 8. 8,j), deaien /=135O0ctn' nnd ir=833*™\ ruht auf dm 

^Itflcli hohen Stötxeti In symras^trischer Anordnong mit / = 5,o*»i Stftteweit© 

«"ii trtgt, einp gleichmSfaig yerteilte Last toq p ^== '2000 *if f, d, lfd. m- DAbd 

«tttpteht nach CiL 8 S. 130 über Ut Mittelstatiö ein Moment 

pl^ 20*500^ 



«lO'l in der Entfeniung i;=187,R 



-e250üO<m/iEg 



ron den EndatÜtzan ein Gr5fstmomeat 
^mu ^ (f -^ ') ' ^P ^ r^ 351 600 c»/k j , . 
* ^^t«pr«chenden Bandsfjannungen berechnen sieh an ^f^^- J:="--^— ^mO** 



kij^ 



351 600 



:=4S2i*t, Im Abstände :^' — *f=375^ rnn den Endsti^lxen 



S 



■m =^0 iiad *j^s=?0. 
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Der Größtwert der Qaerknft findet ndi beideneili unnittelbar neb» 

der MhtelttMxe md betrigt mch GL9aS.I31 Q=±^ql=e2^^. 

8 
Infolge Senbmg der Mhtelst&tze mn 

^ JE 12500- 2000000 "'***■ 
wird naeh GL 6 S. 130 

3f, = J£,^ = ±0^-l>r=±0^.20.500»=±4SOOOO«/i». 

M^„ liegt jetzt im Abstände 0.4:4}=0,4i4-500=207ca md der MomenteiK 

Diill]mnkt 2 • 207= 414 c« ron der Endst&tie. Ferner ist 

430000 .,^^ 

'> = '-' = -833- = ^^^'*- 

Kommt durch Ungenanigkeit in der Ansfahrang oder dnrch Nachgiebigkett 

der Endstötzen die MitteUtütze om c=TnnÄ = ^** ftber die ersten n 

lUUU 

liegen, so wird der St&tzdmck 

3 3.0,sVjE: _3 ^ ^. 12500-2000000 ^-.. 
^=8^' P =g. 20. 500-30^ ^^J55j5 = 3450 *f 

und Bb«r der Mitt«Istfit2« 

If , = (^ I - :^') = 3450 . 500 - ^?^|5?! = _ 875 000 «-/k, , 

3f 875000 
woraus ^i= Tp = — qÖ3— = 1ö50«*, also 300«* gröfoer als beabsichtigt 

Beispiel 2: Die Belastung des Balkens in Beispiel i bestehe ans einer 
ständigen Last (Eigengewicht) ^=1000>« f d. lfd. m und einer bewegficheo 
(Verkehrs-) Last p = 1 000 k« . Letztere sei nur im linkssrntigen Balkenfeld» 
Torhanden. Dann wird nach Gl. 17 S. 134 

^ = 1 .^Z + V,«pZ = | . 10,0 . 500 + ^ .10,t-500=:4062ks, 
o o Ib 

3f, = ^/ — fl? + ^)y=4062.500-^^^^-|^ = -46900^ 

^max ^^^ somit auch <r„»^ wird also gröfser wie bei voller Belastung beider 
Balkenfelder, während M^ und <rj ihre GröCstwerte bei voller Belastang *^ 
nehmen. 

Beispiel 3: Der Balken Beispiel 1 trage eine ständige verteilte Last^ 
f. d. lfd.m und eine Einzellast P= 5000 kg bewege sich über ihn hinweg. ^ 
sollen die eintretenden Gröfstwerte des Stützmomentes Mi und des MaziiD&l' 
momentes M^^ax zwischen den Stützen und die gröbten Randspannung^^ 
ermittelt werden. 

Der Beitrag Mg^ der verteilten Last zum Stütimoment Mi '^ 

Der Beitrag Mp^ der Einzellast P im Abstände u von der Eadit&tze i 
läAt sich am einfachsten durch den von ihr in der rechtsseitigen Enditfttse B 
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ifn^ii abwärts gericliteteii Stüt^drock Bp auadrüeken. Nach GL 1 1 S. 13^ 



?oo « abbängig' und wird nach 



(fM, 



»0< 



2Q «inem Mäiimum^ 



das aich berechnet zu 



-' — 0, für M — -i= = -p^^ 






500 

Vi 

— - ( 290 — ^rz^ I ^ 34 1 500 «a*/tg . Der Grofstwert des Gesamtstützmomentes 
i*t Malier Jf, -- If^ ^ + ilfp^ =ai2 500 + 241 500 = 554 000 em/^^ , 

Da M„^^ zwischen den Stützen liegt, wie sich aus einer Betrachtung der 

MomenteDfläcben Fig. 106 8. 131 u, Fig. 103 S. lil leieht erkennen Läfst, im 

igri^qnemchiiitt der Einzellast P, ist mit deren Abstände 1« toh der Eod- 

m A Terinderlich und erreicht far eine bestimmte Lage von P reiben 

Gröfstwerl Der Beitrag der verteilten Last zu M,i^ ist gleich ^f^lu ^ 

Iid deijenige der Einiellafit F gleich Äp*t$ d. i, unter Beachtung der Gl 10 
. 132 auch gleich ^^ 1^"^ Y "'" it) • ^^ ganzen also 
^=¥(V-)+^(«-»7+f")- 



^Ungri 



setzen wir 
10^ 






Im Ennitteinng des Größtwertes ¥on M^ 
d Jf „KM ^ g 

dl* 2 \4 ''""/' 4 \' l 

Wnrans lich mit <f=lOH, P= 5000 H und l ^^ 500 c» ergibt u = 205 e™ . 
Der liröfstwert von Jf^^ ist somit 

500 0-205 f 5-205 , 205^ \ 
4 "l 500 '^500*7 



„ 10^205 /a ,„^ „^.\ , 5000-205 {, 

M^ = ^^ [ - ■ 500 - 20^. ) + — j— ■ ( 4 ■ 



^V =69tOOO™/kj, 

^r Die Quer kraft erreicht ihre absoluten Gröfst werte beiderseits unmittelbar 
bebender MittelstOtze, wie eine Betrachtung der Fig. 106 S. 131 leicht erkennen 

5 
liftt. Der Beitrag der verteilten Last g in deraelben ist gleich ±-^gl und 

o 

deijenige der Einzellast P links Ton der Mittelstütze gleich Ap — P und 

Eiecbta derselben gleich Bp, Im ganzen ist rechts der ÄDtteletfttze Qmt^ =^ 
I 
» = t90a» ergibt nach a 132 GLIO ein Ap 
If^kr nnd ein Bp 



1^1 + Bp und links derselben $^|„ = — l-gl + P'-Ap] 



Die den Grofstwert des Stüt^momentea Jf^ enengende Laststellung 

5000/ 290 290^ \ 

4 V ^'500^ 500» /~^ 
50O0/|90_29O»\ 

4 V500 5€0»/ 



500 '^^500» 
Daraus folgt ein 

= I - 10 - 500 + 48 1 = 3606 kff und «in Q«|^ ^ ^ [| * ^^' 500+5000- 1 62oJ 
= ^6505iff. 
Jn gleiübfir Weise führt die Laat»tellnng für itf„^ (« = 205 em) gn einem 
,^ =^3553 ^ff und g^^^ = — 5602 ^v. 



152 Ztceiier Ah9(hnitt. EUuiiziiäi und FetÜgkeä gerader Stäbe. 



Uiuibbftiigig TOD den Momenten 3f| und 31^ entsteht die fiberliaapt 
grdftte Qaerkraft in den Qaerschnitten links und rechts nnmittelbAr neben der 
KittelftOtze, wenn die Last P die Querschnitte trifft. Es ist dann rechts und 

links der Mittelstütxc ^«« = ±(|^/ 4-p) = ±8125kf . 



BeispleU: Ein Balken &ber 
all gleichen Querschnitts 



Fig. 117. 



all gleichen Querschnitts ^, ^. ^ (a) 

liege auf 5 Stützen in gleicher y-^---Vi^-^--4T:^'*"r^~^ j 

Höhe(rig. 117), 80dafs/9,+,-y5, ^p fTT T» i f* (»I ? 

in GL I - m S. 146 n. 147 durchweg ^ ' ' — ' '-- ' 

verschwindet Die Feldweiten seien 

l = im', /, = 6m. 
Im ersten und letzten Felde befinde 
sich keine Last, im zweiten Felde 
eine Einzellast 1\ = A^ in dem Ab- 
stände a.^ = 2n Tom Punkte 1, im 
dritten Felde eine Last F^ = S^ in 
der Mitte. Drei Stützenmomente 
M^, 3fj und Jf, sind zu berechnen, 
man hat daher Gleichung II 3 mal 
anzuwenden , ftir n = 1 , n = 2 . 
« = 3. 

n=l gibt: + 2J»fi(4 + 6) + 3f,. 6 = + ^4(6 + 4); 

b 

w = 2: Jlfj.6 + 2itf,(6 + 4) + ilf,.4 = ^2(6 + 2)+?^2(4 + 2). 

b 4 

w = 3 : JV/^ . 4 + 2 itf, (4 + 6) + = ^ • 2 (4 + 2) + . 

Diese Gleichungen liefern: 

3f i = 1 ,5448 ™t ; Mj = 3,739:. ™* ; 3f j = 1 ,651 1 ™t . 

Die einfachen Auflagerdrücke sind: 

^' = 0; Ci' = 22s; r/ = 5V3; a/=4; J5'=0. 
Nach Gl. IV a ist dann 

I,ft4l8 




^ = 0- 



■ = — 0,3863 < 



3,7395 



= 2,6871 



Nach Gl. IV ist ferner: 

C,=2V3-0 f 1,5448 (1 + 1)- 

ebenso: c, = 5V3 - ^ + 3,73.5(| + |) - 1^= 6,«iot; 

ebenso : C3 = 4 '-j-^ + l,fl5ii ( — + ~ 1 — = 3,7635 * ; 

endlich: J5 = - ^4?^ = - 0,m4t. 
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I Alü Frob« giiti —A -B-^A + ^ = a^ + C^ + C', . (Selbst?erstÄödlich hatte 

■ virnn dto bt2t«ii baldea Aäflagerdricke Ü^ und B nach Berechnapg der andareo 
I iticb mittels der Gl«! cligewIelits-B Tagungen finde q koaneti-) 

■ T>ji A und B (wegen des Feilten^ der LjLsteD in den Eüdrejdern) uegatir 
I liad, mösseii an den B&lkenenden abwärta görichtcte Stötaskräfte tätig seiß, 

■ wi^lche den Bilkeo nlederhitlten ; andernfalla worden die beideo Enden sich 
I ^hne jede KrQmmung ichrtg in die H5he itrecken, und es würde dann ein 
^L BAlk^u auf ümr 3 Sißtxen Torliegen. 

^B in Fig. l\l^€ sitid die Momente M^ dargeEtelit. In den Endfeldeni 

P^ •iiid die oinfttcheti Motiieritn Ntill, die M^Jinenteii fluchen schrumpfen zur Achse 

I itiÄÄinraen. Für die Mittelfelder eutstohöD die Dreiecke 2>i E^ D^ nnd D^ E^ D^ 

I ftl« einf&cbe HomenteBfliichon ; die Höhen derselben sind b^jn bezw, 8ni, Aof 

I <leti Auflager-Senkrechten sind nun, ebenfalls nach oben, die berechneten 

f ^tiQt««ninoineDte aufgetragen und deren Endpunkte durch eine gebrochene 

Li Eile verbimdeü. Daraos entstehen die schraffierten Darstell nn gen von 31^ 

^Vo die Ordiiiaten der Momentenfläche Null sind^ liegen Momenteu-Noüpunkte. 

*ieaco Wendepunkte der Bieguiigtlime (Fig. 117, &) eDtaprecheD. Die Neigangen 

^^^ BiegungslJüie fiber den Stataen kisen tich nach Gl 4 (8* UG) berechnet». 

•Börden dit* MjoraenteD-Ordinaten sämtlich von einer geraden Achse aus abgü- 

^" -^en, m entatebt Fig* llT^d Die grÖMen negativen Momente sind die 

> t^onmotnentCf die gf dfßten positiven liegen an den Ladtstellen, das Überhaupt 

^«"Mfetö onter der Last S'i m beträgt 

8 — \ii (M^ + M^j — 5,*o4i "t. 

Die Querkraft Q^ (Fig. 117, e) ist am Unken Auflager gleich dem Auf- 

^^^Wmck *'t, mithin wie dieaer negativ; sie ändert sich nicht, anlange dii 

^^^^«^iteulinin in derselben Geradan verläaft Bei nach rechts steigender 

'^*^^*T«ntenlinie (d) ist §j, :> und nmgekehrt. Den Knicken der Momenten* 

**»iio an doij AngriifsatcUen der Einielkrlfte entsprechen plötzlkhe Änderungen 

^Oti g^^ QD^i g^^^ immer um die GrdffiC jener KinÄeltraft; jede aafwirts 

C^ri^^lit^^t^. Kraft vergröfsert Q^, und umgekehrt Sonach wird rechts von der 

" ^ö tiae 1 1 Q_f = ji H- Ci ==^ — O^aai + :2,6»ti = 2,«iw t ; die weiteren Q^ ergeben 

^P^l* in gleicher Weise; an der Stütze 4 wird Ö*^=^ -B^^O^tm^, 

^^^K Et iipif 1 5 : Ein Träger auf 4 S t Ü t z e u , die in einer Geraden 

^^^K^n (Fig. 118), £8] in allen 3 Feldern mit derselben Last p gleich mäEsig 

**'*»Ät«ti *ii* Weite der Mittelöffnung sei i^, die der Seitenöffnungeu je Jj. 

■^•<*^iia ist wegen der aymmc^triscben Anordnung M^ = M^ , mithin nur Mi nach 

^ •* in (mit *i ^= 1) »u beitimmen : 

W vi-^rii i^ijr Gleich Ting der senkrechten Kräfte), Der klareren Überriebt wegen 
^m •***^ öua gleiche Wdten ! angenommen: dann wird 

■ Mi^ytffpl*i ^^*/i»pi; C=^^1\*>|*1, 



154 Zweiter Abschnitt, Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe. 



Fig. 118. 



Die einfachen MomenteDflächen sind Parabeln vom Parameter V^ ^i^^ 
der Pfeilhöhe ^/s pl^\ das Trapez der Stützenmomente bestiBimt mit den 
Parabeln die wahren Momente üf^ (Fig. 11 8,c), 
die, (Fig. 118,<2) von einer Achse aas ab- 
getragen, wiederum Parabeln von demselben 
Parameter, nur mit verschobenen Scheiteln 
ergeben. 

An beliebiger Schnittstelle des ersten 
Feldes ist die Querkraft Qx=A — px. 
Die Darstellung davon (Fig. 118,e) ist eine 
Gerade mit dem Gefälle p f. d. Längeneinheit, 
und für die anderen Felder ergeben sich 
ebenfalls gerade Linien mit einem Gef&lle 
= der Belastung. Im ersten Felde ist an 
der Stütze die Querkraft = A = *liopl, 
geht bei x = *I\qI durch Null ins Negative 
und hat an der Stütze 1 den Wert —^/lopl, 

wo dann plötzlich eine Vergröfserung um C = ^^'\opl, d.h. auf +*li9pl 
eintritt. Wo Cx = ö» bat Jf^ analytische Maxima, wo Q^ sprungweise ms 
H- in — übergeht (oder umgekehrt), hat Mjg relativ g^ölste Werte, die kein« 
analytische Maxima (mit der Abgeleiteten = 0) sind, sondern die nur von einst 
Unstetigkeit der Momenten-Funktion herrühren. 

Im Endfelde ist Mjg = Ax — ^lipx^\ diese Funktion 




erreicht ^ 
Die StcUe 






lipX"^ 

x= — (hier = Vio /) den Wert M^„^ = ^ (hier = «/loopl^») . 

P ^P 

tlieses Gröfstwertes liegt in der Mitte zwischen 2 Momenten - Nullpunkte*^ 
Bei X = '/»o l geht Mj. ins Negative und wächst nun schnell bis zum Stüt*®^' 
momente M^ = \l\opl^, Dann nimmt im Mittelfelde das negative Moio^*^ 
wieder ab, geht durch Null und erreicht in der Mitte einen Gröfeti^^*"^ 
welcher sich ohne weiteres zu Mo = ^/9pV —Mi = ^l*opl* ergibt T>i^^^ 
wiederholt sich alles symmetrisch. Den Momenten-Nullpunkten entspred*^^ 
wiederum die Wendepunkte der Biegungslinie. Für die Neigungen derselt^^" 
über den Stützen liefert Gl. 1 S. 146 

L'JwQ=^/wpP; EJ(o^ = ^^l\%opV. 

An den Mittelstützen treuen gröfstes Moment und gröfste Querkraft ^^ 
ungünstiger Weise zusammen. Die verhältnismäfsig gröfsten Momente si^^ 
sehr ungleich ; sie verhalten sich wie 8 : 1 : 2,5 . Eine bessere Ausgleicba *^^ 
ist zu erreichen durch Verschiebung der beiden Mittelstützen nach auDsen a*^" 
nach unten; durch erstere wächst besonders Mq unter Verminderung der bei<l^'' 
anderen Momente, und durch letztere wird der Auflagerdruck C vermindeX^» 

A^ 
A vergröfsert und damit auch M^,jg = ^ vergröfsert unter gleichzeitig'^'^ 

"ip 

Verkleinerung von M^ und Vergröfserung von Mq, Durch diese beid^^ 
Stützenverschiebungen hat man es in der Hand, zwischen den Momenten jed^^ 
beliebige Verhältnis zu erreichen. 



I\'f. Auf». Kraft r, Bitgun^mnom, w, s.%i\ hei hetet^, Bthutg*;Mi^ßufsUmm. 155 

Etisfiitl 6: Träger auf lehr vielen Stützen. Ist die Zahl dar 
Stüt^^D iB gleicheii Höben und Ä^dtandeo sehr grofs bei deraelbün Belastung 
mit j> in den Feldern^ so werdeo diejenige n Felder, welche weit von den Enden 
entfenit sind, eicb nicht wesentlich ToneiDaader anterseheideTJ« Die Bieguaga- 
linie wird dsinn ober den Stützen nahezu wagerecbt sein und jedes Feld i^icb 
wie ein beiderseits wagerecbt eingespannter Balken yerhalten. Nach S. 139 
Hind dann tUe StQtzenmotnente Jfj^V^^P^S ^^ Mumente in den Mitten 
iUo==\'upJ*» Die Änflagerdrncke sind €^=pL 

Sind die Felder abwechselnd nnbelastet und mit p belastet (Fig. 119), 
so ist dm Anordnung symniatTiscb zur Mitte eines belasteten Feldes und 
ebenso eines unbelasteten Feldes. Die Stützen- 
momeote J/| sind daher Überall gleich, ^ ^w, ^' 

mQssen «ie halb so grofs sein wie bei Belsstung ^'l^ ""'^^^Ä' 
*Äintlicber Felder; denn bei voller Belastung 

i^t die Anordnung auch zn einer beliebigen Stfitzo symmetrisch, ea tragen 
^datier zu dem Momente dieser Stützen die Belastungen zweier Felder, die 
i metrisch zueinander liegen» gleichviel bei, und wenn man von zwei aolchen 
"^el^em eins entlastet, ao wird M^ halb so grofa. Demnflch ist M^==\/«|?P 
Q»^ M,, ^ V 9 jj i J - Vw pl^= Vw J) n . Die Gröfse M^ behält das Moment l&ng» 
tsrck^s anbelastcten Feldes bei, und die Querkraft ist auf dieser Strecke Nall» 
^i^ Auf läge rd rücke sind ans dem gleichen Grunde, wie bezüglich der Stütz€n-' 
'»^Oxnente erläntert, halb so grofs wie bei voller Belastung, d, k C^^^/*pt, 
-•^Ö^* die Neigung der BiegtingBlinle tiber eine Stütze findet man leicht 



iofsere Kräfte, Biegangsmomeiite und Querkräfte bei ständiger 
und beweglieher Belastang; EitiflaraUnieu. 

1. Allgemeiiie Methode der Einflufslinie, 

Bisher haben wir die Belaatung der betrachteten geraden StAbe 

^^er Balken als „ständig", d. h. dauernd oder ruhend vorausgesetzt 

**^ fielen Fällen der Anwendung, insbesondere bei Brückenträgern, 

^ mi man indes neben der aus dem Eigengewicht des Balkens selbst 

^'^^r Fahrbahn u- a. w. bestehenden ^ständigen" Last auch mit sog* 

•*^ Ijewegiichen** Lasten — Verkehrslast, Menschengedränge, Fuhrwerke 

^^. si. w. — zu rechnen. Erst aus dem Zusammenwirken beider ergeben 

fich sowohl die das äufsere Gleichgewicht bedingenden gröfsten 

t^^tötzkrüfte, als auch die für die Bestimmung der Querschnitts- 

^hmessnngen der Balken mafsgebenden Gr^&twerte der Biegunga- 

i^iomente und Querkräfle. Ein sehr übeTskM\\di^B xiai Tft^\%Si ^sasätv 
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recht bequemes Mittel sowohl zur allgemeinen Beurteilang als zur 
Berechnung des Einflusses der beweglichen Lasten auf irgend eine 
der in Frage kommenden statischen Werte (Stützkraft, Bi^^gs- 
moment u. s. w.) bietet die Methode der sog. Einflu&linien. Sie 
ergibt sich aus folgender Überlegung: Der von irgend einer Last? 
in beliebiger Lage auf einem unterstützten Träger zu einem jener 
statischen Werte, der hier allgemein mit Z*) bezeichnet werden 
möge, gelieferte Beitrag ist yerhältnisgleich der Gröfse von P, 
Liefert eine Last 1 einen Beitrag tj, so ergibt P einen solchen 
Z^P'7]. Es ist also tj der Einflufs der Last 1 auf den Wert Z. 
Denkt man sich nun die Last 1 über den Träger hinweg bewegt 
und in jeder Lage ihren Beitrag rj zu Z ermittelt, als Ordinate ?on 
einer Basis oder Nullinie AB (Fig. 120, a) aus aufgetragen und 
die Endpunkte der 

Ordinaten mit- ^'^' ^^^' 

«inander verbun- 
den , so entsteht 
die sog. Einflufs- 
linie ADNCB. 
Die von ihr und 
der Basis einge- 
schlossene Fläche 
faeifst die Einflufs- 
fläche. Wie leicht 
begreiflich, kann 
der Einflufs r] der 
Last 1 unter Um- 
ständen auch 

gleich Null oder negativ werden, die Einflafslinie die Nullinie 
schneiden. Der Schnittpunkt N trennt dann Bereiche positiven und 
negativen Einflusses und man nennt ihn daher Belastungsscheide. 
Ist die Einflufslinie bekannt, so erhält man den Beitrag irgend 
einer Last P, in beliebiger Lage zu dem Werte Z, in dem Produkte 
aus der Last und der mit ihr in derselben Senkrechten gelegenen 
Einflufsordinate i}^ Z=7]^-P^, Bei dem gleichzeitigen Vorhanden- 
sein mehrerer Einzellasten P|, P^, P^ u. s. w., denen die Einflufs- 







.iP^fiM^:0f:W^ 



Zmin 



zi(e) 



») Vergl. Müller-Breslau, Graph. Statik der Bankonstr. 8. 115. 



inf4» Kf^iftf, U%tßUfif}nmom. u, s. w. bei f/twfgl BdtiMg,: BiegungaUnitn, 1 5 J 



Baten /y, , /^.^t Va ^* ^* ^' entsprechen, auomiieTen sich die Beiträge 



!)in£eUaäteD. Es wkd 



l'P'f} (Fig, 12^U 



obei die Vorzeichen der Einflufsordinaten fj zu berücksichtiffeti sind, 
mndelt es sich um eine gleichmälsig Tetteilte Last p t d. Lilngen- 
nlteit, so kann man den anf ein Längenelenient dw entfallenden 
astanteil p^dx als Einzcllast ansehen und sein Beitrag zu Z ist 
Z^^p^d.v*tj. Erstreckt sich die verteilte Last p auf eine he- 
itnmte Strecke des Trigers (Fig. 120.t^) von .r^^r^ bis x^^r^ 

ig- 120, so erhält man darch Integration Z—p*\i}*d{v = pF. 

er Integralwert stellt den der belasteten Strecke entsprechenden 
eil F der Einflafsfläche (in der Figur schraffiert) dar. Erstreckt 
ch die Last p ober den ganzen Träger, hezw, gleichzeitig über 
>3itive und negative Einflafsgebiete, und sind F^ und F^ die 
itsprechenden Teile der Einflufsfiäche, so wird Z — p{F^ — F-). 

Kommt bewegliche Last in Frage, so enUteht der Gröfstwert 
m Z» wenn sich nur im positiven (Fig* 120,*/), der Kleinstwert» 
enn sich nur im negativen Einfiufsgebiete (Fig* 120, e) bewegliche 
ast befindet. Bei Einzellasten von verschiedener Gröfse sind bei 
rmittelung der Gröfst- und Kleinstwerte von Z die gröfsten Lasten 
\ dem Bereiche der absolut gröfsten Eintluisordinaten zu plazieren. 
tommt neben einer den Träger in seiner ganzen Länge bedeckenden 
iändigen verteilten Last fj eine bewegliche Last p in Betracht, so 
Dtsteht der Gröfstwert von Z, wenn der Träger nur im Bereiche 
|t positiven Einflusses voll mit p belastet ist. Er wird dann 
■ Z^^^fj{F^—FJ)+p'F^ und im entgegengesetzten Falle 
^ ^.i. -^ (F+-F-) - F^p. (Vergl Fig. 120. d u. e.) 

Es soll hier noch unter- 
diieden werden, ob die Last 
lIDittelbar auf den Träger 
inwjrkt, ihn also in jedem 

(akttj treffen kann, oder durch 
■chenträger auf bestimmte 
nkte, sog. „Knotenpunkte**^ 
^rtragen wird, (Fig. 12L) 



Fig, \Ih 



■ Ist die Einfiufslinie für 
BDittelbare Bela^ 




u^ 



Belastung bekannt, so gelangt man tu derjenigen fftr 
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mittelbare Belastnng wie folgt: Die zur Erzeugang der Einflalsliiue 
tber dem Träger bewegte Last 1 befinde sich zwisehen den am i 
voneinander entfernten Knotenpunkten m und n im Abstände or von n, 
bezw. Xi von m (Fig. 121). Dann verteilt sich die Last 1 dorch 

den Zwischenträger mit -y- auf den Knotenpunkt m und mit -^ 

auf den Punkt n. Sind tj^ und rjn die Einflufsordinate f&r unmittel- 
bare Belastung bei m und n, so ist der Einflufs i; der Last 1 in 
der angenommenen Lage auf den Wert Z 



X , X\ X 



Ä — X 



Dies ist die Gleichung der wirklichen Einflufslinie zwischen den 
Knotenpunkten m und n, die, weil t} und x linear voneinander 
abhängen, eine gerade Linie ist Für x^ = ^ ist 9} «=: 9}„ und f&r 
,r=ii Tj^T]^; die Gerade ergibt sich also als Verbindung der 
Punkte wii und n,. 

Die Einflufslinie für mittelbare Belastung ist also 
ein Sehnenvieleck (in der Figur punktiert) derjenigen 
für unmittelbare Belastung, dessen Eckpunkte unter 
den Knotenpunkten des Trägers liegen. 



2. Anwendung auf den einfachen Träger mit zwei 
Stützen. (Fig. 122.) 
Es soll zunächst die EinfloDsliiiie fftr das Biegangsmoment Mm 

und die Gröfstwerte desselben pjg 122. 

in einem beliebigen Quer- . 

schnitte 1 1 im Abstände x von ^ " 

der Endstütze A ermittelt 
werden. Eine im veränder- 
lichen Abstände u von B 
<Fig. 122,a) befindliche Last 1 
erzeugt in A einen Stütz- 
druck ^ = 1 • y und daher in 
C ein Moment 



1) 



7] = A^x = Y'Xf 



worin x vorläufig konstant, 
T] die mit der Bewegung der 




f^SitfkW^f^.M€fpmpTttürfi,fL9.'tr. hdffmr€0:Bifttiitt;,:Miiftnf^hfmf. lf>0 



[Lftsi d. b. mit u^ Yeränderliche Einflufsordinaie derselben ist Die 
lineare CM 1 ist die Gleicbutig der geraden Einflal^linie des Momentes 
in C für die Strecke Bf des Balkens. 

Mit A^ 7?i als GrnndÜDie (Äbscissenacbae) der Einflufsordinaten 

und ^, alB Koordinaten-NuUpunkt ist für i<==0 i2=0, und für 

iu^=l tj^.T. Die Einflafslinie geht aho durch B^ und ibre Rich- 

ing schneidet die durch A^ gehende Senkrechte im Abstände 

AiA^^är über .l^, Gleichung 1 gilt aber nur, solange die Last 1 

rechts ?on it mh befindet, d. b. für die Balkenstrecke //C, und 

-Sj^'j ist die för diese gültige Einflufslinie. Denkt man sich jetzt 

ebenso die Last 1 links rom Querschnitt tf^ in Bewegung ?on A 

nmch C, so entsteht in völlig gleicher Weise die Einflufslinie A^€i 

für die Balkenstrecke A(\ die auf der Senkrechten durch Bi die 

Strecke B^B-j—^'i abschneidet. Die Einflufslinie des Momentes 

in O fBr den ganzen Balken wird somit durch den gebrochenen 

Linienzug AiC^fi^ dargestellt. Das Dreieck A^*\B^ ist die Einflufs- 

fläche. Die Einflufsordinaten sind überall positiv, von beiden Seiten 

nacli dem betrachteten Querschnitt tt gleichma-föig anwachsend. 

Soll daher eine gegebene bewegliche Lastengruppe, etwa die Rad- 

drOcke einer Lokomotive oder eines Wagens ein möglichst grofses J/, 

erzeugen« so müssen die Lasten in tunlicbster Nähe des betreffenden 

Querschnittes und zwar die schwersten Lasten demselben am nächsten 

eh rocht werden. Anfserdem müssen tunlichst viele Lasten auf- 

ebracbt^ der Träger „voll" belastet werden. Es wird dann 

^enn j^^ ^ fj^ u. §, w. die den Stellungen der Lasten Pj , P^ u, b, w, 
entsprechenden Einflufj^ordinaten sind. 



t)ie ganze Elnflafsfläche ist F = 
^'*te Last p daher das Gröfstmoment 



T ■ T, 



2 



und för ver- 



3) 






{Vergl auch S. 101 GL 8.) 



™* Veränderlichem .r besteht zwischen Mj„,^ und .r parabolische 

Ahha^gig]ieit Für die Trägermitte -r = -^ ist Jf«^^— ~~. 

Für mittelbare Belastung Fig. 122,h erleidet die Einflufslinie 
^^^ durch !?unktiernng angedeutete Veränderung und nimmt die 
rorrti des zweifach gebrochenen Linienzuges AiD^ExB^ an. 



IGO Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe. 



Die Einflnftlinie der Qnerkraft (Fig. 123) ergibt sich wie folfp 
Die Querkraft, welche eine Last 1 im Abstände u von der rechii 
seitigen Stütze in beliebigem Querschnitte tt links der Last eneog 
ist gleich der links- 
seitigen Stützkraft. ^'^' ^^^' 

4) ,-1-f 

GL 4 ist die Glei- 
chung der Ein- 
flufslinie der Quer- 
kraft auf der 
Strecke BC des 
Balkens. Über- 
schreitet die Last 1 
in ihrer Bewegung 
von der Stütze B 
nach A den Quer- 
schnitt tt, so än- 
dert sich die in 
Gl. 4 ausgedrückte 
Querkraft insofern, 
als der Trftgerteil 
links vom Schnitt 
aufeer von der auf- 
wärts gerichteten 

Stützkraft y auch 

noch von der ab- 
wärts gerichteten Last 1 selbst ergriffen wird. 
Balkenstrecke AC 




4a) 



, = --! 



Es wird nun fBr ( 



Die der Gl. 4 ei 



sprechende Gerade geht durch B^ und ihre Bichtung schneid 
da fQr u = l ?/ = l (Krafteinheit), die Senkrechte durch Ai ; 

Abstände ^i.42 = ^y = y = l über Ai, und die der Gleichung * 

entsprechende Gerade geht durch B2 und ihre Bichtung schneid 
da für u = iy = — 1, die Senkrechte durch Bi im Abstan 
BiB2^^]=^l unter B^. Der gebrochene Linienzug AiCiGtf^ 



I Vft Auf 9. Kräfte^ Bicffunß&mom. u, .f. u\ bei hcKt^L Mtlmtff. ; ElnfhißUnitn, Iß 1 

ffMMc Zweige A^€^ und t\B^ einander parallel sind, ist die Ebfliifs* 
ÜJiie der Qaerkraft. 

Da y stets ein echter Bracb, sind die Einflofsordinaten links 

ron tt gemils Gl 4a negatir. 

Für die Bentitzang der Einflufslinie zur Bestimmung der Qner- 
kraft för eine beliebige Betastung^ insbesondere des Gröfstwertes der 
Querkraftf gilt das auf S. 156 n. 157 allgemein und auf 8. 159 
speziell für das Biegungsmoment Gesagte* 

Der positive Anteil der EinfluMäche ist nach Fig. 123« a 

^^«= *^ nnd der negative F-^— Wird der zunächst gewichts- 

\oB gedachte Balken einmal im positiven und ein fmderes Mal im 
negativen Einflufsbereiche mit einer gleichmäfsig rerteilten Last p 
belegt, so wird im ersten Falle 



5) 
5 a) 



Qpm&s — 



p'i^l 



^Pn 



2/ ' 



im zweiten 



Dabei ist, wie ersicfatlicK Qpmn^ gleich der linksseitigen Stützkraft 
ftr äne volle Belastung mit p rechtsseits von tt, und Qp^i^ die 
rechtsseitige Sifitzkraft für volle Belastung Unksseits von it. 

Dtolten wir uns jetzt den Querschnitt ff verschiebbar, x veränder- 
lich^ so zeigen die Gleichungen ö u. 5a Qp^«^ und Qp^min in para- 
Iwlischer Abhängigkeit von .rj bezw. x. Die erstere Parabel hat 
^f" der geometrischen Darstellung Fig. 123»^ ihren Scheitel in JB^ 
*> zweit« in .1, 

Die Zeichnung derselben, beispielsweise der ersteren, läfst sich 

^^ttein wie folgt bewirken: Man mache AAi^^^ verbinde S 

^* ^-M^f bringe it in !> zum Schnitt mit BAy, ziehe durch D 
*%©r©cht D£ und verbinde £ mit ß* Dann ist der Schnittpunkt F 
von ^j^ ^^^ ^^ ^ Punkt der Parabel und FG^Qp^^; denn es ist 

^^^JE ^ ^Dfr-^-^AAr-^' l- 2 i 1 ^ 21 ' 



LAii 



^at der Balken aufser der beweglichen Last p noch in ganzer 
'ß^ die ständige gleichroäfsige Last fj f. d. Längeneinheit zu 
^^&ert, so entstehen die absoluten Gröfstwerte der Querkraft, wenn 
** l^^ wegliehe Last p sich entweder über das Tr&getfttac^ t<^<di^ 
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von tt (Fig. 123,^) oder links von tt (Fig. 123,d) erstreckt. Xm 
Abstände ic von A wird im ersten Falle 

Q,^^F^.p + g{F+-F^)^E^ + ^^(a:,^-a:^) 
und im zweiten Falle 

Qx«.'n=F--i>+/7(JV-^-) = -fy + |^(^i'-^)- 
Mit Xi+x=l und a?=Z — Xi, bezw. a:i=^l — x entsteht 

6) (?x«.ax = ^^-+flr(a?i— ^), 

6 a) <?x fnin = — ^ — fi^ (^ "~ 2 ) • 

Links der Balkenmitte sind beide Glieder der Gl. 6 positiv, rec^^ 
derselben wird das zweite negativ und dort, wo rechts der Balk^^ 
mitte das negative zweite Glied dem positiv ersten gleich wi^^ ' 

wechselt Qxmax sein Vorzeichen, ist Qjrmax = ^Y^+ff Ui — ö) =^ 

Die Lösung für a:^ ergibt ar/^ = /-^-f — 1 +1/1+^). 

Ebenso sind rechts der Balkenmitte beide Glieder der 61. 2^-^^ 
negativ, während links derselben das zweite positiv wird und flr*^"^ 

a: = :ro=/^(— 1+1/ 1 + -) beide sich aufheben, Qsmin = wir^^^^ 

Für gleiche Werte von x^ und x sind die Absolutwerte von Qx«^ — ' *' 
und <2«mm einander gleich. 

Das zweite Glied der Gl. ü u. 6 a wird geometrisch je dur«^^^ 
eine gerade Linie dargestellt (vergl. S. 100 u. 101* 61. 2, Fig. Sti:?^. 
Legen wir diese mit der Parabel des ersten Gliedes an eine Gtora^^ 
AB so zusammen, dafs sich die gleichsinnigen Beiträge von p and f 
addieren, die mit entgegengesetzten Vorzeichen subtrahieren, so 
entsteht die Maximalquerkraflfläche A^A^XB^^B bezw. Minimal- 
querkraftfläche ^1-^2 ^^'1^2^- Links von X^ treten nur positive, 
rechts von X nur negative Querkräfte auf; zwischen X und iV^ auf 
der Strecke v ergeben sich, je nachdem der Balken nur rechts oder 
nur links von dem betreffenden Querschnitte bewegliche Last p trägt, 
positive oder negative Querkraffc. ] 



1 wird *??<* = ^i<*=0,4U, t/ = ;— 2-0,41/^0,18^, 

^ = - wird .rO = xi ^ 0,36 h v^ 0,28 U 

- i^if d ^^ = 0?/ ^ 0,31 ?, f = 0,38 L 
p 4 

?Ür mittelbare Belastung erföhrt die Einfluftlinie der Qtierkratl 

IS. 157 die aus Fig. 124 ersichtliche Veräaderung und mmmt 

[arm des Linienzages AiC\DyB^ an, wobei zu bemerken ist^ 

Fig. 324, 
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flQr alle zwischen zwei Knotenpunkten C und D denkbaren 
(C-bnitie dieselbe Einflafslinie und daher aaeh die gleiche 
:raft gilt Bei der aua der Figur ersichtlichen Bezeichnung 

JV^Ä* '^ =^--- und daher 



Q^m^^F+'P^ 
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irisch gelegenen Querschnitten die Absolutwerte vod 
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Qpmaz üod Qpmin wechsolweiso einander gleich sind (vergl. S. 162)^ 
80 soll hier von einer besonderen Ermittelang des letzteren Werten 
abgesehen werden. 

In ähnlicher Weise wie für unmittelbare Belastung Iftfst sicha 

Qpm<u konstruieren (Fig. 124,5). Man mache wieder AA2 gleich ^^ 

verbinde B mit A2 , ziehe durch D^ eine Senkrechte bis zum Schnitt- 
JE mit A^Bf femer durch E die Wagerechte EF^ verbinde J" 
mit B und ziehe durch N eine Senkrechte bis zum Schnitt G mit 
FB, dann ist GH^Qpmax* denn es ist 

GH-AF~-EJ~^AAryj^-^j'j = -^. 

Diese Querkraft gilt für das ganze Balkenfeld 2 und wird durch 
die Wagerechte 2' dargestellt Die der beweglichen Last p ent- 
sprechende Maximal querkraftfläche wird in Fig. 124,5 durch die 
Stufenlinie 1-2-3 '-4 '-5' dargestellt. Im rechtsseitigen Endfelde 
i&i z = und daher auch Qpnuu^O. Eine neben der beweglichen 
etwa vorhandene ständige gleichmäfsige Belastung g (Eigengewicht) 
geht an jedem Knotenpunkte als Einzellast gX \n den Balken über, 
die ihr entsprechende Querkraftfläche ist daher (in Übereinstimmung 
mit Fig. 81 S. 96) die aus Fig. 124,6 ersichtliche Stufenlinie 
l"-2"-3"-4"-5" mit der Stufenhöhe gX. 

Fügt man die der beweglichen Last p entsprechende Maximal- 
querkraftfläche l'-2'-3'-4'-5' und die Querkraftfläche l"-2"-3"-4"-5" 
an der AB Fig. 124,5 zusammen, so dafs sich gleichsinnige Beiträge 
addieren, ungleichsinnige subtrahieren, so entsteht die schraffierte 
maximale Gesamtquerkraftfläche. 

3. Der dreifach gestützte Träger. 
Einfloislinie für das Stfitzenmoment My. Bei der in Fig. 125 
dargestellten Belastungsart ist 
der rechtsseitige, abwärts ge- 
richtete Auflagerdruck (nach 
S. 132, Gl. 11): 

daher das Stützenmoment 
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Bb empfiehlt sich wegen der weiterea Änweadmigen, nicht ffir J/, 
selbst, sondern far V^^i die Einflufdinie zu zeichnen. Lassen wir 
daher P—1 werden, se entsteht 

^^ I ^AiV r-f'' 4P i ' 

Die Darstellung dieses Wertes kann leicht konstruiert werden^ denn 

der erste Paktor \ -^ bedeutet bei veränderlichem u eine 

Parabel von der Spannweite l und der PfeilhOhe Va^. Die 
Ordinaten dieser Parabel müssen dann noch in dem Verhältnisse 
(/+!/):/ vergröfsert werden, um die Ordinaten der EinflufsUnie 
?0ö M^.l darzustellen. Zu dem Ende projiziert man die Parahel- 
Ordinate wagerecht nach A^E, trägt links von .l, eine Strecke 
AiL^=l ah und zieht dorch L und E eine Gerade, deren Ver- 
längerong auf der Bichtung der ursprünglichen Parabel-Ordinate 
das Stück II J= Mi : ! bestimmt. 

Die Einflufälinie für J/^ ; l hat noch folgende keunEeichnende 

1 / u^ \ 

'Eigenschaften; Aus ihrer Gleichung fi^—jUi — jpj (Gl 1) folgt 
-durch Differentiation -r^ = -rv ( 1 — 3 ^r ) * F^r « = Ö ist 

dit AI \ f'l 

dtt 1 1 , *, ... an 1 1 , 

du 47 4 du 21 2 

Die Tangenten an die Endpunkte der Eur7e schneiden daher auf 
den Auflager-Senkrechten die Stücke V^ bezw. V^ ^h. Für 

u = l:V^3 = 0,57 7 1 wird —'- — , mithin tu^j, — - — ^^ — 0,0962 . 

du 61^3 

Die 80 erhaltene Einflufsfläche nennt man wohl auch die *W,- 
i>^läche mit dem Multiplikator ^ = h d.h. die Ordinaten der 
^güT gehen, mit l multipliziert, den Ein&uls einer Last Eins anf 
das Moment Jf, . 31^ : l bedeutet eine Kraft j als Einheit für die 
Ordinaten t) ist daher die Kraft- oder Lasteinheit zn wählen- 

Anf die EinÖQlslinie der statisch unbestimmteti Gröfse M^ 
Xaa»en sich alle ferner in Frage kommenden Einflufslinien zurück- 
:Iflhren« so dafa die Zeichnung weiterer krummer Linien nicht mehr 
erforderlich wird. 

Einfinfi^liBie für M^. Gegenüber einem einfachen Träger von 
Jer Spannweite ^16'=/ bringt das Stützenmoment M^ eine Ver^ 



^eHtff Ah^mift. Ilag 



'ntt^ki&^tmiir Biäbi. 



miodoranf des Auf lagtrdmckei ^1 nm M^ : l daber eine V^mtade 

rang des Biegtingsmomentes M^ an beliebiger Stelle am -^j 

faerror (nach OL lYa, S. 148}* Iit also d^ ^eitiftcbe Metneot* 
Jf;, 80 wird im wirkliche Moment 



Ms ^ Ms — 






or. 



Fig, 126. 



Um nun Mi'J unmittelbar benutzen zu kennen, mufs oiaii j ab 

Moltiplikator absondern und erhält 

Die Einäafalinie (tlr das einfache Moment MJ ist (i»ci] 
Fig. 122 8, 158) ein Dreieck, tu dessen Auftragung die Strede x 
(gleich der Abscisse der Schoittetelle) auf der linkssätigeti M- 
lagersenkrechten abgeschnitten wird. Um nun J/jije zu erhalUnr 
wie jetzt nötig ist, braucht man nur statt der Strecke x die IM- 
einheit aufzutragen ond im übrigen nach Fig. 123 2U Terfabren. 
Um nun nach GL 2 den Wert 3/^:^ leicht abziehen zu böimeDtJ 
trägt man die Einflufslinie fQr M^ix 
Dach derselben Seite mit der Jfi -Linie 
auf; der Unterschied der Ordinaten 
stellt dann, mit dem Multiplikator x 
vervielfacht, die Ein flu fä fläche für 
Ms dar (Fig. 126), Denkt man sich 
im Felde Cß auch einen einfachen 
Träger, so hat eine Belastung desselben 
auf das einfache Moment MJ des 
linksseitigen Trägers keinen Einfiufs. 
Zieht man ?on dem Einflufse =0 den Wert Mitl ah, so entst« 

M^ = xi ^1; die Einflufsfläche für J/^ wird daher im recht 

seitigen Felde einfach durch die J/i-Linie begrenzt, deren OrdinatefUU 
negati? zu nehmen sind. Po3iti?e Einflufsflächen sind in Fig. I2fl 
senkrecht schrafßert, negative wagereclit; danach ist unter den 
Verhältnissen der Figur im linken Felde durchweg positiver EinUulk 
Wird aber x gröfser, nähert sich die Schnittstelle mehr der Mittel- 
ßtütze, so rückt der Punkt />, auf derselben Geraden D C Weihend, 
nach 6* hin, imd -1 /> dreht sich, flacher werdend um A, wibrend 
die Figur im übrigen unverändert bleibt. Bei einer bestimmteii 
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je F Am Schnittes wird dann AD in der Lage AI)^ die Kurve 
IC im Ptinkte A berühren und bei noch weiter gehender Ver- 
cbiebuTig des Schnittes die Knrve AC schneident wodurch di« 
SintlulsTerhältnisse geändert werden. 

Ist für die Grenzlage F des Schnittes 
AF—Xy^^ so ist nach der Figur 



Fig, 127. 



B^F = - 



l 



oder 




4 l 

Diese Stelle F \u der Mittellinie des Trägere 
heifst Festpunkt, 

För eine Lage des Schnittes «wischen 
dem Festpnnkte nnd der Mittelstütze (Fig, 127) 
wird die Kur?e A€ von der Geraden AD 
in €t gesehuitten. Hat O die Koordinaten u^ and 3^0, so wird nach 
^ de r Fig, 127 and nach Gl 1: 

Hiir&QS ergibt sich 



>.l/,-4l. 



Jetzt sind von ^r=0 bis w — «q die Einflösse negativ, ¥on u^=u^ 
bis ti^^l positiv, längs des rechten Feldes wieder negativ. 

Nachdem so die, die Grölstwerte der Momente M^ in den einzelnen 
Querschnitten herbeitflhrenden Laststellungen mit Hülfe der Einflufs- 
linie bekannt geworden sind, lassen sich die Zahlwerte jener Momente 
selbst entweder anf Grund der Einflufsflächen oder von den nach 
S. 133 zu ermittelnden Stutzkräften aasgehend in bekannter Weise 
berechnen. 



¥. 



EinflulSiiuie der UaerkrafL Wie oben erwähnt, vermindert 



l 



sich der Äoflagerdruck A infolge des Stützmomentes Mi um 

gegenüber demjenigen des einfachen Trägers* Dasselbe gilt flr die 
Qaerkraft. Es ist also 



K 






orin Qj die ,, einfache Querkraft*'. Hiernaeh hat man von den 
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Einflars-Ordinaten Ar q; (s. Fig. 123, S. 160) nur die Ordmatm der 
Fläche Miil abzuziehen und erhält in Fig. 128 die EinflnMäche 
für «.. 

Um Qjcmas ^^ erhalten, mars man ^ i28. 

die Strecke vom Schnitte bis zur Mitte 
belasten. Eine zwischenliegende Einflafs- 
ordinate hat die Gröfse 



,=|(f-«)-^(«-^) 



=1 

and es wird 



O M 



4 / ^4P' 




l,.«=l>j(l-|j + ^)d« 






Bei Belastung beider Felder mit p wird Q^=y8pl—pX', 
diesen Wert mufs Qxmin + Qtma* haben, so dafs sich 



Q. 



min ■ 



pl (1 , b X*- 1 x*\ ... 

Bei gleichzeitiger Berflcksichtigang der st&ndigen Last g wird 

/3, \ , pl (7 4x , 5 x^ 1 x*\ 
^8^-^)+ 4I4— r+2-F- Tli-j 

«, n /3, \ plfl.bx^ 1 x*\ 



dann 

5) Q. 



Die überhaupt vorkommenden gröfsten Querkräfte an ^^ 
Stützen ergeben sich nach dieser Kechnung 

ffir x = o zu Qjrmax^Vsffl + yiepl; 
für x = l zu Qxm<^=^ — ^l^gl 



XV ff. Äufure Eföfte, Bkgunffiminmente u. ^. ii\ Gfrher* scher Träger. l^\\ 



m 



Anfsere Kräfte, Biegungsmonieiite und QoerkrRfte flr mehrfach 
gestttizte Träger mit (irelenken, Gerbarsche Träger« 

1. Anordnung der Gerber'scbeu Träger* 
Wie S, 144 dargelegt, ist ein Träger auf n Stützen n — 2-facli 
st^tiscb Buhestimmt, so dafs n — 2 Elast izitäts^Gleichungen zu seiner 
Berechnung erforderlich sind. Diese werden entbehrlichf wenn man 
im Yerkufe des Trägers n — 2 reibungslose Gelenke anbringt; an 
jeder solchen Stelle ist dann der Biegungswiderstand NqU» ^so auch 
das Biegungsmoment gleich Null» so dafs n — 2 neue Gleich- 
g^ewichtsbedingungen entstehen, der Trfiger also statisch bestimmt 
iirird. Für die Ausführung des Trägers ist ein wirkliches Gelenk 
xneist nicht nötig, sondern es genügt in der Regel eine einfache 
Auflagerung des einen Trägerteiles auf das Ende des anderen. Es 
miifs an der betreffenden Stelle eine Querkraft, nicht aber ein Moment 
til>ertragen werden können. Zweck mäfsig wird die Anordnung so 
getroffen, dafs die an der Gel enkst eile auftretende Querkraft stets 
in demselben Sinne wirkt, weil dann eben eine einfache Auflagerung 
hinreicht Diese Bedingung wird erfüllt, wenn auf ein mit Gelenken 
versehenes Trägerfeld stets ein solches ohne Gelenke folgt; auch darf 
die Zahl der Gelenke in einem Felde höchstens zwei betragen. 
Solche Träger sind zuerst von dem 
lyrischen Ingenieur Gerber ausge- 
hrt worden. 

Bei 3 Stützen ist ein Gelenk an- 
^^^eiiden (Fig. 129). Bei 4 Stützen 
*^niien die erforderlichen 2 Gelenke ± 
^«ide im Mittelfelde (Fig. 130), oder 
^® «ins in jedem Seitenfelde (Fig. 131) 
angeordnet sein. An diesen Trägern j 
Sind 4 Teile zu unterscheiden: 

1. Der einfache Träger a, bei welchem die Momentennullpunkte 
«■Q den Enden liegen. Ob derselbe an einem Ende auf einem Pfeiler 
^ht (wie bei B in Fig. 129, bei .4 und B in Fig. 131)» oder sich 
**> beiden Enden auf anschliefsende Trägerteile stützt, ist für seine 
ß^reclinung gleichgültig; er verhält sieh in dieser Begehung ganz 
'^i^ ein gewöhnlicher einfacher Träger auf 2 Endstützen und wird 
mr darch Lasten beeinflufst, die an ihm selbst angreifen. 



Fig. Hi>. 

C I) 



^ 



Fig. 130, 



Fig. 13 L 



B 



"^ 
i^ 
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2. Das Eragstflck b bildet die Verlängenuig eines Trägers auf 
2 Stützen, ist mit diesem steif verbanden and trägt an seinem Ende 
mittels Gelenkes oder gleichwertiger Anordnung den einfachen Balken a. 
In den Figuren sind CD, C\D^, CUD2 solche Eragstücka 

3. Das Balkenstück c mit einem anschlielsenden Engstficke 
ruht einerseits auf einem Endaoflager and ist über der anderen 
festen Stütze mit dem Eragstück b za einem steifen Eörper Ter> 
banden. Dieses Stück wird daher nicht nar durch eigene Lasten, 
sondern auch durch diejenigen der anschliefsenden Teile a und h 
beeinflufst. AC in Fig. 129, AC^ und BC2 in Fig. 130 sind solche 
Balken c mit einem anschliefsenden Eragstücke. 

4. Das Balkenstück d mit zwei anschlielsenden Eragstücken^ 
ruht auf 2 festen Mittelstützen, ist über beiden mit Eragstückoi^ 
steif verbunden und wird daher auch durch Lasten der beiderseits 
anschliefsenden Teile b und a beeinflufst. Ein Trägerstück d ist 
0/:r, in Fig. 131. 

Will man die Zahl der Felder weiter vermehren, so kann masi 
in Fig. 130 bei B ein Eragstück b anschliefsen und auf .dies^^ 
wieder einen einfachen Träger a stützen; oder man entfernt ^ 
Fig. 131 die feste Stütze B und legt das Stück a=^D^B auf 1^^ 
Eragstück 6 mit anschliefsendem Träger c, der auf 2 Stützen ru^Sit. 
So fortfahrend, kann man aus den Teilen a, b, c und d Träger ^^^^ 
beliebig vielen Stützen zusammensetzen. 

2. Äufsere Eräfte; gröfste und kleinste Momente 
und Querkräfte. 
Für den einfachen Trägerteil a gilt das auf S. 158—164 Evrat- 
wickelte, nur ist durchweg l mit a zu vertauschen. 

Bei gleichmäfsigen Belastungen p und ff + p=:q ist 

{ Jljr min = ^2gx(a—x)^ das Überhaupt gröfste Mom «n* 
2) M^ = y^qa\ 

Ersetzt man in Ql. 6 u. 6a S. 162 x^ durch I — x bezw. a— — -^ 
und p durch 7 — <;, so wird 

(a—xy jc2 



3) 



.. (a—xy x2 



Q^'FtmtA*, 



Flg. 132. 
f 

t: f ^^ 

] r 

T 



^! 




1 



^f 
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Dil Krsg8tttck 6, in Fig. 132 durch CD dargestellt Führt 
roau durch dasselbe einen Schnitt tt in dem Abstände ^ vom 
Gelenke D und läfst eine Laat Eins vom Schnitt ans nach rechts^ 
wandern, n. zw. Ennächst bis zum Gelenke 
Z>» 80 wächst das Moment der Last in 
Bezug auf die Schnittstelle, also das 
B iegQögsmoment 3/^, von Null an 
In gleichem Verhültnisse mit ihrem Ab- 
stände ?om Schnitt nnd erreicht den Wert 
1-*»-, wenn die Last bis D gelangt ist. 
IM es wird darch die EinflursHnie TI>^ 
dargestellt. Rückt die Last über I> hinaus 
nacl rechts, so wirkt sie auf das Kragstück nnr noch mittelbar, 
indem sie an diesem einen Gelenkdruck D erzengti der dai Moment 
J^.'x^ liefert* Dieser Gelenkdrnck nimmt aber, während die Last 
Ton D nach B wandert, gleichmäfsig bis auf Null ab, daher mnfs 
das Moment ebenfalls gleichmäfsig abnehmen, und man erhält hier* 
n^eh die weitere Einflafsliuie I^iBi* Das Biegungsmoment J/^ an 
eio€r Schnittstelle des Eragstückes ist aber immer so beschafien, 
da.ö die entsprechende Biegungslinio ihre erhabene Seite nach oben 
kelirt» wir bezeichnen es daher als negativ. Dieses negative Moment 
i«rij*d möglichst grofg bei voller Belastung der Strecken .r und a. 
B^im Yorbandensein von Einzellasten müftteo die schwersten der- 
lei ben in der Nähe des Gelenkes I> angebracht werden, weil hier 
*ii© EinflalVOrdinaten am gröMen sind. Bei gleichmälsiger Last 
y oder ij[ bekommt man die Momente einfach durch MnltipHkation 
dfesej- Werte mit der Einflufsfläche. 

Daher wird 
^y Jl^ min = ~ V2 9x (a + x)\ M^ ,n^a- = — Vtj/ X (a + x). 

Das dem Zahlenwerte nach gröfste Moment am Kragstücke 
^^«idet sich (far x = h) über der Mittelstütze C; es beträgt 

Die Qnerkraft Q, an der Schnittstelle tt^ welche durch eine 
^^*^^ernde Lasteinheit hervorgebracht wird, ist nach der Gleichung 
lenkrechten Krilfte gleich Eins, solange die Last iwischen dem 
nitt imd dem Gelenke D liegte wird aber gleich dem Qelenk- 
^ke IJ, sobald die Last auf den Tr&getteil a i^tkt, x%tmm4%\i 
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sich also mit diesem nach B hin gleichmftfsig bis auf NaII. Hiermit 
steht die Einflafsfläche f&r Qj, fest (s. Fig. 132) nnd es wird 

Das Trä;;erstttck e mit einem anschliefsenden Erag- 
stücke, in Fig. 133 mit AC bezeichnet Der Teil c wird durdi 
Lasten, die an ihm selbst auftreten, genau so beeinflnfst, wie ein 
einfacher Träger auf 2 Stützen, da das 
Eragstück b und der Teil a, solange 
sie unbelastet sind, keine Wirkung üben. 

Einflufsfläche für den Auf- 
lagerdruck^. Innerhalb des Feldes 
c ergibt sich die Linie AiC^ als Ein- 
flufslinie für A, Schreitet die Last 
nun über die Stütze C hin nach rechts, 
so erfährt dadurch A keine unstetige 
Änderung; zur Bestimmung von A dient 
nach wie vor die Momentengleichung 
zwischen A und der Last in Bezug auf 
den Punkt C, es erfährt nur das Moment 

der Last und damit auch A einen Zeichenwechsel. Daher ist die 
Gerade AxCi bis Di zu Terlängem. Am Gelenk aber tritt eine 
Änderung des Gesetzes ein, weil bei weiterem Fortschreiten die 
Last nur noch mit dem Anteile Z> auf A einwirkt; daraus ergibt 
sich die Fortsetzung DiB^ der Einflufslinie. 

Die Ordinate bei Di ist ^/c-b. Es wird 




7) 



. c b(a + h) C l. 



g h{a+V) 



) 



LfMfM 



-"W 



q h(a + b) 



)■ 



g c2 

Einflufsflilcbe für das Moment an einer Schnittstelle tt 
Innerhalb des Feldes c ergibt sich die Einflufslinie nach dem 
Früheren zu A^^T^C^* Aus denselben Gründen, wie vorstehend in 
Bezug auf A erläutert und weil eine Last rechts vom Schnitte zu 
dem Momente 3/« stets den Beitrag A-x liefert, ergibt sich, dafs 
die Einflufslinie T^C^ bis Do einfach zu verlängern ist und dann 
mit einem Enick von 2>o nach B<> sich fortsetzt. Die Ordinate 
von 2>o ist */c*ft. 



ÖJ 



Hieraacb wird dann 

Jfi^mtn ^^ ff 



x(c— ic) ;r b(a + bi 



2 
x{€—3e) 



ff 



^2 



xb{u + b) 



Den gröfsten Wert ^1^, welchen Ans positire Moment am 
Trtgerteile € überhaupt erreicht, könnte man finden» indem man 
J/^*,,,^ nach .V auf seinen Grölstwert untersuchte* Einfacher gelangt 
man aber zum Ziele, wenn man bedenkt, dafs M^^^ wieder von 

der Form A^ — ^f2qx^ ist, dessen Qröfstwert ^* Nimmt man 
nun A aus GL 7 fQr A^a^^ so wird 

9 bja + b) Y 



9) 



M, 



" 8 \ q 



Einflüfsfläche für die Querkraft an der Schnittstelle iL 
Innerhalb der Strecke c ergibt sich Rlr Q^ die Einflaf3lime^3!r4r3Cg, 
die sich dann, übereinstimmend mit derjenigen für den Auflager- 
druck, nach //^ und lU fortsetzt. Es wird dann 



10) 



Q^ mir* = ff 



2c 

2 c 



A2-C 



A2 



+ 



bja + b) 
2e 



). 



jt' ^ 6(a + &) 



+ 



:ie 



Das Trä|;er8tück d mit beiderseits angchliefseiidea Krag- 
stäeketi, in Fig. 134 mit i\i'2 
bezeichnet. Auch der Teil d ^' 

wird durch Lasten, die an ihm 
selbst angreifen, ebenso baein* 
flofst, wie ein einfacher Träger 
aof 2 Stützen. 

Einflufsflüche für den 
Auflag er druck i\> Die Linie 
€^€2 bt selbstverständlich, und 
ebenso wit beim Trägerätücke 
c ergibt sich die Fortsetzung 
c^'Ui Jlixum denselben Gründen 
muä aber auch nach links die Gerade C^Ci bis I>' weitergehen. 
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um dann nach Ai abzufallen. Die Ordinate von D' ist 

Es wird dann 

(b + d)(a + b + d) b(a + b) 



b+4 



11) 



2d " 'id 



2d ^ 2d 

Die Einflafsfläcbe für das Moment an der Schnii:!- 
stelle tt ergibt sich nach den bezfiglich des Tragerstflckes c ge- 
zogenen Schlüssen, wie in Fig. 134 gezeichnet Die Ordinate des 

Punktes D" wird — T~~'^^ diejenige des Punktes 2>/ aber -j ^ ^ 
Danach erhält man 

_ _ x(d — x) 



12) 



6(a + 6) 



x{d-x) 6(a + ft) 



«r 
^d 



2 '^ 2 • 

Da die letzten Glieder der rechten Seiten von x unabhängig, <3- 
Gröfstwert von ^lior{d — x) aber (für a:=^/2d) ^sd^ ist, so ¥ri 
das in der Mitte von d auftretende gröfste positive Moment: 
13) M^ = ^/sqd^—^/2gb(a + b). 

Die Einflufsfläche für die Querkraft Q, in Fig. L -^* 
bedarf ebenfalls keiner näheren Begründung mehr. Die Ordina*>'^° 
der Punkte D" und D'{' sind ^d-b. Man erhält leicht 



14) 



fo ^^(('i-^y^Ha + b)\ ^(x^ b(a + b)-^ 
r> , _,j(<t-^^y'Ha + h)\ (x^- .b(a + by< 



3. Einteilung der Spannweite, Momentenausgleich- 

Die vorstehenden Entwickelungen liefern für alle Stellen ^ *® 
gröfsten und kleinsten Momente und Querkräfte, wenn anfser (i^^° 
Lasten die einzelnen Längen a, 6, c und d gegeben sind. Ist al>^^^ 
nur die ganze zu überspannende Weite und die Zahl der Zwischo^^' 
stützen gegeben, so hat man bezüglich der Verhältnisse zwisclx^^" 
^en Längen der einzelnen Teile innerhalb gewisser Grenzen tr^ ^^ 
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Wahl. Es möge nun hier wieder, wie in früheren Fällen (vergl. 
S. 98t 129 IL 139}« die Bedingung gestellt werden, dais dnrdi Ans- 
^leichnng der in den einzelnen Teilen auftretenden gröfsten Momente 
das überhaupt Torkommende gröfste Moment möglichst vermindert 
werde. Es mufs dann gleichzeitig stattfinden: 

Zunächst liefern dann Ol. 2 und 5: 

^/2qb(a + b)^^/9qa', mithin 

15) 6(a + ft)=V4a2 und 

16) 6 = a(l^V2 - V2) = 0,207a. 
Sodann wird nach Gl. 2 u. 9: 



oder wegen Gl. 15 



('-!^^)-«. 



c^ — -^ = ac und 
q 4 



18) d=«"|/l + 



IT) e=|(, + y,+|). 

Sol^efslich gibt die yerbindung der Gl. 2 und 13 mit Berück- 
siottigung von Gl. 15: 

ff 

Q 

Wichtiger als die Ausgleichung der Momente ist aber die 
^ ormeidung negativer Auflagerdrücke. Durch starke 
Belastung der Strecke CB in Fig. 133 könnte der Träger bei A 
^or der Stütze abgehoben werden. Soll dies nicht erfolgen, so 
^"^^'^fi ^««nSO, oder nach Gl. 7 

^_qbia+^^^ oder 

19) 6(a + 6)<^c2 sein. 

Um zu erfahren, in welchen Fällen die Bedingungen für die 
j^^tUentoi-Ausgleichung mit dieser Standsicherheits- Bedingung in 
^berwnstimmung sind, führt man die Werte der Gl. 15 und 17 in 
^^ Bedingung 19 ein und erhält 



iH 



1 + ^ ai. 
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Darch Probieren ergibt sich hieraus 

20) f = ®'^- 

Ist diese Bedingong erf&llt, so werden die Gleichongoi 16 und 17 
f&r AnsgleichuDg der Momente Verhältnisse liefern, die ein Auf- 
kippen des Trägers nicht befürchten lassen. 

Aach das Trägerstück d kann, wenn auch weniger leidit» 
durch starke Belastong der Strecke C> B (Fig. 134) Yon der SWs» 
Ci abgehoben werden. Damit dies nicht erfolge» mals C|«te^O, 
also nach Gleichung 11 

21) g(b^d)(a^b-\-d)>qh(a+V) 
sein. Die Ausgleich-Bedingungen 15, 16, 18 sind hiermit in Üb^^a- 
einstimmung, wenn 

ABwendangeD. 

Beispiel I: Gelenkträger auf 3 Stützen. Wendet man die io 

den GL 16 ond 17. S. 175 gegebenen Verhältnisse an so wird die Weite ■ ^ ^ 
linksseitigen Feldes 

i_._«(i . iTX^; ) Fig. 135. 

die des rechtsseitigen Feldes 

/j = (I -f 6 = 1 ,*o: (I \ Fig. 1 35). 
Diese Weiten sind einander nur gleich für ? .,= 1 , für alle anderen FÜle ^^ 

Ist eine solche Ungleichheit der Feldweiten nicht zoläsdg, wird 
mehr «i -1-6 = als Bedingung gestellt, so mofs dafür eine der Bedingan^^ P^ 
M^ = M, und J/. = Jf; unerfüllt bleiben. Würde man nun etwa üi=^M^ t^B^bei- 
behalten, so erhielte man M, im allgemeinen gröfser als i^i und 1^,, ^^n ^^ 
dafs der Zweck : die Herabminderung des gröfsten Momentes, nicht eirei* ^Äc^t 
sein würde. Ebensowenig liefert die Gleichsetzung Ton M^ und M^ ein ^^ 

friedigendes Ergebnis. Brauchbar ist aber die Bedingung Jfj = Jfj, and im: — ^^^ 
erhält, wenn mau bedenkt, dafs n -rfe = c sein mufs 
•J3^ c = 6(l JrVx^n.^)'. 

Da c eegeben ist. so steht hiemach /» und auch a^c—h fest. 

Man lindet, dafs dieses auch der Bedingung 19 (S. 175) gegen A^^^*"" 
kippen genügt, sobald / ;^0..; f^überoinstimmend mit 20). 

Ist die gesamte Weite beivlor Felder L und i' ^ = 0,*, so können o" 
Gelahr des Aofkippens die Ausgleichungs - Bedingungen benntit wer^^^en. 
Man erhalt 
h = (\,u'a. mithin L=ia'^h = \.i\Mi\ /v^c=\itiU -pl'^ M}=lfi»<^^' 



iel- 
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Daher ist die Gesamtweite L = 2,8i9 a oder a = 0,431 X ; & =^ 0,o89 X ; c = 0,48o L . 
Bei diesen Verhältnissen sind die gröfsten Momente Mi , M^ und Ifs einander 
gleich nnd am einfachsten nach 

ifj = 1/8 g a« = Vs« q L^ • 0,481 « c= 0,748 • V« 2 L* 
TU berechnen. Bei der Wahl zweier einfachen Träger von der Weite ^/aX 
wäre das gröfste Moment ^/i^qL^ gewesen; die hier gewählte Anordnung 
ermöglicht aber eine Vermlnderang des gröfsten Moments um 25,t7o. 

Ist ein e gl eiche Weite der Felder Bedingung, so kann man nach Gl. 23 
c = 6 (1 + V li*) = 4,w b , also 6 = 0,to25 c und a = 0,7975 c wählen. Die 
beiden gröfsten Momente werden dann 

ir, = Jf, = V«g&(a + 6) = V«3C•0,205C = 0,8l•V8gc*=0,8l.V3agi^ 

Daneben wird Mi = ^/sqa^=0,6^-^/siqL^. Die Verminderung des grö&ten 
Momentes beträgt jetzt also nur 197o gegenüber einfachen Trägem. 

Beispiel 2: Gelenkträger auf 4 Stützen. Bei 4 Stützen gibt 
die Ausgleichung der Momente keine Veranlassung zu unsymmetrischer Anlage. 

Nach den Fig. 130 u. 131 S. 169 sind 

Fit? 1S6 
2 Terschiedene Anordnungen möglich. Legt '^' 

man die Gelenke in das Mittelfeld (Fig. 136) ' c «r""ä — V — 5 — * 

so wird jedes Seitenfeld li = c, das Mittel- 
feld l2 = a'{-2b. Zur Ausgleichung der Momente führen: 

^ = c=«/3(l+/r+^); Z2=l,4ua. 
Ist wieder p/g = 0,ß, so wird ?j==c= 1,112a, mithin das Verhältnis der 

Feldweiten 

i? = Zj:?, ^=1,414: 1,112= 1,27. 

Die Gesamtweite ist i= (l, na + I,4i4 + 1,112)« = 3,689 a und a = 0,274 i; 
folglich 

6 = 0,057 X; Zi = C= 0,306 X; ?2 = 0,883 X« 

Das grö&te Moment wird Mi=^M2 = M^ = ^lBqa^==0,6n'^liiqL'^, also um 
32,&^/o geringer als bei Einzelträgem. 

Legt man aber die Gelenke in die Endfelder (Fig. 134, S. 173), so wird 
I^ = a-f 6; l2 = d. Zur Ausgleichung der Momente führen 

&==0,207a; ?, = 1,207a; l^ = d = ay~i+fflq, 
Ist wieder 9/g^Q,b^ so ist nach Formel 22 (S. 176) die Ausgleichung 
der Momente zulässig. Es wird 

Z, = 1,207a; Z.j = aV^I, 8 = 1,224a; 
hier ergibt sich also die Mittelöffnung nur wenig gröfser als die Seiten- 
Longen (bei kleinem 9/q kann sie sogar etwas kleiner werden als letztere). 
^ ßesamtweite ist X= (1,207 + 1,224+ 1,207) a = 3,638 a; da diese Verhältnis- 
^U dieselbe ist wie im Torigen Beispiele, so murs auch das gröfste Moment 
^^ O^ni.^/nqL^ sein. 
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k) Beziehnngen zwischen Bieganggmoment, Qoerknifti Belastug 
nnd Biegangsliiiie. 

Ein wagerechter Balken sei nach irgend einem Verteilungs- 
gesetz p=f{x) über seine Länge lotrecht belastet, worin p die im 
allgemeinen veränderliche Belastung f. d. Längeneinheit, x die waga-^ 
rechte Entfernung von einem Festpunkte, etwa einer der Stfltz^Ti 
bedeutet. Schneidet man aus dem Balken ein Längenteilchen t ^r 
heraus (Fig. 137), so wirkt an der einen (linksseitigen) SchnittfläcV&c 
ein dem Biegungsmomente M gleiches Widerstands- 
moment und ein der Querkraft Q gleicher Schub- Fig. 137. 
widerstand. An dem anderen (rechtsseitigen) Schnitte 
treten entsprechend das Widerstandsmoment M+dM 
und der Schubwiderstand Q + dQ aut wobei wir , 
bezügl. der Vorzeichen auf S. 92 verweisen. Die in ■ <a»^^' 



«r/iP 



.Vir. 



den Schnittebenen wirkenden Moment- und Schub- ' ^^'^ 
kräfte müssen mit dem auf das Balkenelement ent- 
fallenden Lastanteil p-d.v sich das Gleichgewicht halten. M - 
Momenten-Gleichung in Bezug auf O liefert dann unter YemsL,^:^ 
lässigung des unendlich Kleinen höherer Ordnung ^l^p-d^r-dx^ 

Aus der Gleichung der senkrechten Kräfte aber folgt 

Die Querkraft ist daher die erste Abgeleitete des 
Biegungsmomentes (nach x genommen), die Belastung^ 
der Längeneinheit, mit negativen Zeichen gesetzt, die 
erste Abgeleitete der Querkraft oder die zweite Ab- 
geleitete des Momentes. An einer Stelle, wo die Querkraft 
Null, hat das Moment einen gröfsten oder kleinsten Wert 

Nach Gl. 3, S. 87 ist mit Bücksicht auf die daran geschlossene 
Bemerkung 

. dhf 
d~r^ 



^•^T7~2^=l= J/; demnach wird nun 



3) ^.'S-« ""* ^■'ii=-ii=-^- 
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Während die Grundgleichung der Biegungslliiie in dem Vor- 

^tg€henden nur benützt wurde, um für eine gegebene Belaatungsart 

10 Bie^ungslinie zu entwickeln, kann nun nach Gl. 3 auch um* 

rtehrt ans der Gleichung der Biegungslinie das entsprechende 

sgDsetz />— /(^j abgeleitet werden. 

lat beiBfieliswdiae die Blegimgslime AB (Fig. IM) eines xweilach g»* 
'^zttfn Bftikeos durch die Gleichtiiig gegeben: 

örgüjt mh ikrch Differenziation 

•'S=p(¥--)--?('-fV-«. 




IH, 



dir*" 



=1^1 j =P- 



Ijelofitutig ist daher eine von Unks nach rechts gleichmi£slg bis auf |>j 
Vimende. 

=^0^Ä-t3Äl ist Q = 0, mithin M mn grdfst«n, u. zw, wird 



Für x=^- 



»3 



HJ^^=ü,w*u/j, f^=0,jiö3p;, wenn die Gesaratläst ^/iipil^P geaetit wird. 
^** gltlchmii feiger Belastung wäre JfwM = 0,ji&P/ geweseiL) Die 
^^fet« DurehbleguDg Uegt bei O,^««^, nur weuig rechts toii der Mitte, und 
^ \if trägt £Jifm^^Q^<iM&i%pj^t*^O^f>iMdiFl\ Die DtirchbieguDg in der 
^Itrtii wird uAtürlich gmm so grofs wie bei gleichmäfiiger Belftatnug, 



ir 



5 pr pi* 

Ich 2M£J^'^^^^'^*^^EJ ' "^^ ^ö"i^ kleiner ab 1/»^^. 



i) Beziebuijg zwischen der Qaerkraft und den durch sie kervor- 
gerurt^fieu Schibäpatinuugen^ Verteiluug der letztem über dea 

^K Stabquerschititt 

^" Die Gleichungen 1 u. 2 S. 90 stellen die Bedingungen für 
daa Gleichgewicht zwischen den äufsern senkrecht zur Stabachse 
wirkenden KrS.ften und den durch sie in einem beliebigen Quer- 
ichuitt hervorgerufenen Spannkräften in allgemeiner Form dar. 
Gl 2 ermöglicht zugleich die Berechnung der im Stabqiiersehnitt 
herrschenden gröfaten Normalspannungen a (Bandspannungen) aus 
dem auf das abgeachmitene Stabende wirkenden Moment 3/ der 
'sern Kräfte, wibrend GK 1 nur die Gleichheit der Mittelkraft (^ 
letztem, der sogen. Querkraft und der Mittelkraft T der durch 
Sie itn Querschnitt herTorgerufenen Schubspannkräfte, also des vom 
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Querschnitt geleisteten Gesamtschabwiderstandes ansdrfickt, die Ver- 
teilang desselben über die Qaerschnittsflftche» die Bestimmung der 
Schnbspannungen in den einzelnen Querschnittsponkten aber off» 
Iftist. Wir wollen jetzt das Gesetz dieser Verteiludg ableiten. Di 
nach der gemachten Annahme S. 80 n. 89 die Kraftebeoe den 
Querschnitt in einer Symmetrielinie der Hauptachse 02r schneidet» 
(Fig. 139), so muls die gesamte Querkraft 
Q in OZ liegen. Der Angriff der äufeern __ ^' ^^ 
Kräfte sei derart, dais unterhalb der Bie- 
gungsachse Zugspannung und oberhalb der- 
selben Druckspannung herrscht In einem ] i^ fli'^ss^fep-'^fi 
Abstände z von der Achse sei die Quer- 
schnittsbreite US so dafs ein wagerechter 
Flächenstreifen die Grölse dF=wdz hat. Ist die Spannung ai 

dieser Stelle ö,, an der Unterkante <J', so wird Oj, = —^z und ^iriii 

e 

Normalkraft an dem Flächenstreifen: 

1) dy=ö^dF=^^dF2 = ^:dFz. 

Die gesamte Normalkraft, welche auf den endlichen Teil ABC J> 
des Querschnitts kommt, ist demnach 

Hierin bedeutet Sx das statische Moment des Querschnittsteile? 
ABCD in Bezug auf die Biegungsachse. 

Betrachtet man den ganzen Querschnittsteil auf der einen Seite 
der BiegungsachsCf den wir kurz die Querschnittshälfte nennen 
wollen, so sei deren statisches Moment 8\ dann ist die gesamte 
Zugkraft an der einen Hälfte 

3) y=^,s^^s. 

e J 

Die gesamte Druckkraft ist ebenso grofs (yergl. S. 83), das statische 
Moment beider Querschnittshälften von gleicher absoluter Gröfse. 

Das Gesetz über die Verteilung der Normalspannungen steht 
hiemach und nach den Ausfährungen unter III a bei gegebenem 
Querschnitte völlig fest. 

Schneidet man nun von dem Längenteilchen dx Ae& Stabee 
durch einen wagerechten Schnitt (wir denken uns die Mittellinie dea 



ri'*, lifzifnung Zivilehen t^ier kraft itnd Schuhgpantiunijfn n, ^. n\ \gl 



Fig, 140. 



wagerecht» die Eraftebene senkrecht) ein Stück von der Höhe 
r ab (Pig. 140) und betrachtet van den an ihio wirkenden 

Irtften nnr die wagerechten ^ so sind dies 

tilN^rmalkrälte N^ und N, + seiner partiellen 

Ittnahine nach *t^ sowie die Schtibspafinkrart 

A dem wagerechten Schnitte, von der wir 

B&ehmen wollen, dafs sie sich quer über die 

ag^echte Schnittfläch© gletchmäfsig verteile, 

I dafs sie gleich r^'(w-dct) ist, wenn man 

rter r^ die Schubkraft f, d. Flächeneinheit, die 

abspannuüg versteht,*) Es ist folglich, da sich die entgegengesetzt 

PN, 




jchteteo Kräfte N^ aufheben, r^^w^d^ 



^ - --- g^ 



d.T die Schub- 



akraft auf die Länge da: im wagerecbten Schnittes und die- 
ge ffir die Längeneinheit t^'W = ^~-. Weil aber nach GL 2 

fSs, so wird, wenn der Quenchnitt sich nicht mit .t ändert» 



wenigstens S,:J gleich bleibt, ffN,^ 
m Gl 1 PM^qa^r 



s. 



,?itf, oder, weil nach 



T,jW^Q 






: — 0, d* h* für einen wagerechten Schnitt längs der Achse 
es Stabes, aei die Querschnittsbreite w^, die Schubspannung Tg, 
apn ist 

Da das statische Moment S der einen Querschnittshälfte 
röfeer ist ab S, för einen anderen Querschnittsteil, und für r = i'' 
kr z^ — /' S,—Q ist, so ist die wagerechte Schubkraft für die 
^^eneinbeit in der Biegungsachse am grölsten und nimmt nach 
B und unten bis anf Null ab. 
^ Wie eich die Schubspannung r^ mit z ändert, hängt von 

Teränderlichkeit der Querschnittsbreite ab. 



♦) Die angenoTomeii© gleichnaMBige Verteilung der Sehubspunnung In dtr 

iehtaag trifft nar bei allmäldicher Ämiening der Quersclinittsb reite genan 

Slrika apmngBweiaer Änderung dagegen nicht (rergl die AuBf. S, 184), 



Fig. 141 
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Für ein Bechteck dXh (Fig. 141) ist das statische Moment 
des schraffierten Teiles 

Ä,=«^(.-.)i±i=4'(i-;:i); 

weil aber J= V«^ Fe^ und w = rf, so wird 

T.u. = --^(l-y oder 

In 61. G steht die Schabspannung r, und der Abstand z tc^d 
der Biegungsachse in parabolischer Abhängigkeit voneinander. 

Von dem Auftreten dieser wagerechten Schnbspannnng Tq kann m ^bd 

sich leicht eine Vorstellung machen, wenn man einen Holzbalken Ton rec k i t- 

eckigem Querschnitte hetrachtet, der auf 2 Stützen liegt nnd in der Mitte ^r^ie 
Last P trägt. Die Höhe h hetrage das Doppelte der Breite (2, das Wid -^r- 

Standsmoment des Querschnittes ist dann ^/nd*. In der oberen Balkenhfil ~fte 

werden die Längsfasem verkürzt, in der unteren ver- 
längert. Zertrennt man aber den Balken durch einen 
wagerechten Schnitt in 2 Hälften (Fig. 142), so hat 
man 2 Balken, die, aufeinander gelegt, sich in die Last 
teilen; jede Hälfte hat nun ihre besondere neutrale 
Faser, und an der Trennungsfläche berühren sich eine 

gezogene und eine gedrückte Faser, die mithin verschiedene Lfinge Iuu'^Vmii 
müssen, so dafs die Endflächen der Balken nicht mehr in gleicher Flc^ <bt 
liegen. Der Unterschied rührt daher, dafs an der Trennungsfläche die voKr^Tier 
vorhanden gewesene Schubspannung Tq nicht mehr aufb-eten kann. Die T^r^- 
föhigkeit ist durch die Auftrennnng vermindert worden, denn das Widerataac^ds- 
moment einer Querschnittshälfte ist ^/6d\ beider Hälften zusammen ^f^d\ 
d. h. halb so grofs wie beim ungetrennten Balken, und ebenso ist die Tx^- 
fähigkeit auf die Hälfte vermindert. 

Die in der Qaerschnittsebene auftretenden Schabspannungen '^ 
sind in den einzelnen Qaerschnittspankten im allgemeinen n^^^ 
Richtung und Gröfse verschieden. 

Für Punkte a^ und a^ des Querschnittes (Fig. 143), welche d^^ 
Staboberfläche angehören, in der Schubspannung nicht herrsd^^^ 
können sie nach den AusfÖhrungen auf S. 72 u. 73 nur tangen*»-^ 
zum Qaerschnittsumfange gerichtet sein und in der Symmetrieacl'''^^ 




fVi* BezkhuHif ztrLfr.hr Ji Qiirrf'fffß und Schiift^pnnfiuntfcH it, s, m. Jgg 



L 








4S. 





'Z^ Achse Fig, 143) müssen sie in die Richtung derselben fallen. 
ö«nkt loan sich t in irgend einem Punkte a in Seitenspannungen 
%' und r/ senkrecht zni Y- und X-Achse zerlegt, so mufs nach 
^ 72 u. 73 r^' gleich der in der anschliefgenden, den Querschnitt 
In a if senkrecht schneidenden wagerechten Schnittebene herrschenden 
Sehubspannung 

^ sein und gegen ^'^^' ^^^^ 

f'it^ gleichen 
riiehtungssinn 
Ub«if. Danach 
gilt Gleichung 4 
all eil für die im 
Querschnitt täti- 
?ön senkrechten 
S<5hubgpannan- 
t«ti r^' und stellt 
'^8 Verteilangs- 
S'^^etz derselben 
^tier den Quer- 
^^tnitt dar. Die 

w-agerechten 
^c^hnbspannungen t/ nehmen von n^ bezw. a^ nach der Z- Achse hin 
^^Itnählich bis auf Null ab. unter der sehr wahrscheinlichen Voraus- 
setzung, dafs diese Abnahme im linearen Verhältnis mit dem Abstände 
-^ von der Kraftlinie (/?- Achse) stattfindet, schneiden sich die 
^^chtungen aller Spannungen r in Punkten a einer Parallelen (1^(12 
^tir Biegnngsachse (F^ Achse) in einem Punkte O der >^- Achse, 
^iirch den also auch die Tangenten in a^ und a^ gehen müssen. 

Die wagereehten Schubspannungen beiderseits der Z- Achse 

^eben sich gegenseitig auf und die senkrechten halten der Quer- 

Vraft Q das Gleichgewicht Bei Querschnittsformen, welche seitlich 

täurch Parallelen zur Z- Achse begrenzt sind, liegt der Schnittpunkt O 

in unendlicher Ferne und alle Schnbspannungen r sind senkrecht 

( II der Z- Achse), t; ist durchweg gleich Null. Bei sprungweiser 

nderung der Qnerschnittebreite» wie sie der i- Querschnitt aufweist, 

^lit (Fig. 144) die Sehubspannung r in den wagereehten Begrenzungs- 

linien nc und hd wagerechte Richtung, die senkrechten Seiten- 

srpannungen r^' sind hier also gleich Null, wflhT^ud svft ^».ck QL 4 
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in der in der gleichen Geraden liegenden Strecke cd von Null 

wesentlich verschiedene Werte aufweisen. Da sie bei allmfthlicher 

Anfwärtsverschiebang der Linie ab nar stetig anwachsen, so kOonen 

sie auch in einer der «t ™ .,. 

Fig. 144. 
unendlich nahen Linie aibi 

nicht gleichmäfiig verteilt, 
müssen vielmehr auf der 
Strecke cidi noch erheblich 
grOfser sein. Die anf der 
Annahme gleichmäfeiger Ver- _.ä 
teilung der Schubspannnngen 
in wagerechten Geraden be- 
ruhende Gleichung 4 verliert 
also im Flansch eines x- Trä- 
gers und ähnlichen Gliedern 
profilierter auf Biegung be- 
anspruchter Stäbe ihre Gültigkeit Wie wir sogleich an einer ^ 
Beispiele nachweisen werden, ist indes die Anteilnahme des Flansch» 
an der Leistung des Schubwiderstandes 7, bezw. an der Übertragnes 
der Querkraft Q nur ein äulserst geringer, so dafs es sich nicT 
lohnt, der Verteilung der Schubspannungen in derartigen Glieder 
weiter nachzugehen. — Wie oben erwähnt, mnfs die Summe all 
senkrechten Schubspannkräfte mit der Qnerkraft Q im Gleichgewic! 
stehen. 

Auf ein Höhenteilchen dz des Querschnittes kommt nun 
Schubkraft Vywdz, und es mufs daher die gesamte Querkraft 

Tywdz sein. 

Trägt man die nach Gl. 4 für verschiedene Abstände z \iJK 
rechneten XyW rechtwinklig zar Trägerhohe auf, so erhält nuin ^ 
Schaubild ffir die Verteilung der Querkraft über die Höhe er»- 
Balkenquerschnittes nnd es ist der Inhalt der umschlossenen Fläc^ 

Bei rechteckigem Querschnitt (Fig. 145) ist die Di 
lung von 
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«ine Parabel mit wagerechter Achse und der Pfeilhöhe V2 -~. Der 
h 

Flächeninhalt der Parabel ergibt, wie es sein 

ö Fig. U5. 

muß, yzh-yn^^Q. 
n 

Die Darstellung der Schubspannung r^ 
«elbst ist wiederum eine Parabel, jedoch Ton 

3 
^er Pfeilhohe -^—i. Die Schubspannung ist . 

^Umer in der Mitte der Höhe lV2mal so grofs, 
als wenn Q sich gleichmäfsig über den Querschnitt F verteilte. 
Bei einem X- Querschnitt (Fig. 144) wirkt in einem Flächen- 
teilehen äF=bidz des Steges ein senkrechter Schub widerstand 

«) dT=r,'b^dz^Q'^'dz, 

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist 

I^orch Einsetzung dieses Wertes für S, in GL 8 und Integration 
zwischen den Grenzen -^ und — ^ erhält man den auf den Steg 
^tfiillendon Anteil des Schubwiderstandes 

Mit 6«=12«», 61 = 1,2«™, A = 30«°» und ^1 = 26^«" wir 
*''^== 11182'»* und daher nach Gl. 10 
Q 



Ts = : 



{l2(302-262).26 + 1-- 1,2. 263J =0,94(2. 



8-111821 

-^^Ur der Best des Schubwiderstandes von 0,06 Q ist also von den 
^^^anachen zu leisten. 

" Nach Gl. 4 u. 9 ist die Schubspannung im Abstände z von 
^^r Biegungsachse. 

Sie steht also auch hier in parabolischer Abhängigkeit von z. 
Für 2: = wird To = 0,0325 -Q und 

« ^ = 1 n Ti =0,025.(2. 

Die die Verteilung der Schubspannung 'im Steg darstellende 
fiadie e/ffhi (Fig. 144) besteht aus dem B^eliUck. ef g\ wsA ^^\ 
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Parabel ffhl und der vom Steg geleisteten Schabwiderstand ist gleich 
der Fläche efohi^ multipliziert mit der Stegdecke fr| 

7; = 26 • fo,025 + -T . 0,0075) • 1,2 = rot 0,04 Q (wie oben). 

Wie itir obiges Beispiel ziffermärsig nachgewiesen, so findet 
auch bei allen ähnlich gebildeten Stabqaerschnitten, bei welchen in 
gewisser Entfernung von der Biegangsachse angehäafte Stoffmengen 
(Gurtungen) durch einen verhältnismärsig dünnen Steg miteinander 
verbunden werden, die Übertragung der Qnerkraft in der Haapt- 
sache durch den Steg statt. Setzt man an Stelle des durch GL 4, ^ ^ 
bezw. die Fläche t'/ah* ausgedrückten Verteilungsgesetzes eine 
gleichmäfsige Verteilung der Schubkraft über den Steg voraas, 
ergibt sich die entsprechende mittlere Schubspannung zu 

r =-^ 

aus welcher Gleichung, wenn t^ als zulässige Schabspannung gegeber^ 
ist, die erforderliche Stegdicke b^ sich bestimmen läfst 
Für obiges Beispiel wird 

^'" = "26^ = 0.032 r^, 

also ziemlich genau so grofs, als die durch genaue Rechnung ermittel^^ 
gröfste Schubspannung To. 



Anwendungen. 

BeiHpiel 1. Kin hölzerner Balken von der Höhe ä=20«", der Bn^ ite 

r/:-— I2cm und der freien Länge /=r400em kann bei einer zulässigen Biiw — 'd- 
s].annung /7=100»* in seiner Mitte eine Last von 800 kg tragen. Die Qo — ^r- 

kraft ist dann für die beiden Balkenhälften in jedem Qaerschiütt link 
+ 400 kg und rechtsseits — 4001^8 (vergl. Fig. 80). Die Schabspannung in 
T?agerechten Mitt^lebene (neutralen Schicht) ist daher nach Gl. 7 

._? (?_3 J00__^^ ^^ 

'"""2 F~2 1220"""' • 
Wäre der Balken nur /=^100e™ lang, so könnte er bei gleicher Iliu ■ * "' 
Spannung «7=100»* eine Einzellast von 4 -800 = 3200 kg tragen, hätte uß^srnne 
durchweg gleiche Querkraft Q= 1600 kg aufzunehmen und eine SebubipaiiiiK^- "^^ 
Tr, = 4 • 2^T, = 10»* auszuhalten. 

Die Schubspannungen sind also bei verhältnisroäfsig langem und di^Ä-^- ®^ 
schwächer belasteten Balken weniger erheblich, als bei kttrzern sttricer l^*" 
lasteten Balken gleichen Querschnittes. 
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Bti doppelter Höh© des 100 '^'n Im^en Balkens h^^iQ^ wfird« 8«ireTr»f- 
j^tiigVeit bei gleicher RandepannuTig ^ das Vierfache d. L 4 3"200== 128D0fcf» 
M^t Qiwrkraft 6400 ^f und die SehubipaaDiitig rr, = 4 I0==40»t betragOD. Em 
*»khe ^chöhspannimg Tennag Belbst das widerstatidsfahigste Holz nicht auf- 
I ^iJüehm^a Qöd es ward© bei d«r bezeichneten Belaetung mit Sicherheit Eer- 
Mt«TOji^ durch Äbscheenmg eiiatreteti. 

Idipiel t. Legt man zwei Balken von 400 «•» Länge. I2c» Breite und 

*^ tohe t*hDe Verbindung aufeinander, sq kann bei o-^=^100»t jeder von 

teil eine Last von SOO^g, beide zusammen können also 2-800=1600*« in 

Uitte tragen, während in der Mittelehene jedes der Balken eine Schub- 

mung ro — 2V«»* herrscht 

Stellt man eine solche Verbindung beider Balken her, dafs sie in ihrer 
"cä Uinmpebetie nnvaTscbiebbar gegen einander werden, was durch eine „Vtr- 
***i^^tuig*' oder ,,Verdübelung'' (Fig. 46) zu erreichen ist („verEahnter*' oder 




m— f T T 



•*** Verdübelter" Balken), so wirken beide Bftlken ziisammen wie ein einziger. Sie 

-^^ 12'100"40^ 
^'^mjögen jets&t io ihrer Mtte eine Elnzellftit von F= ^ ,^„ 4 = 3200itit 



tragen. 



6*400 
Di«? Schabapanunng in ihrer BerÖhrungsebene betrügt 

, ^ !60O 

9 ' " '~~ 



3^3 



- = 5*t 



I 

^ad der SchuhwMeT^tand für l^^ Länge des Balken r,,* 12^5* 12 = 60 V^, 
Die Kf»ft, mit welcher die Berührungsflächen der 5^ ahne oder DUbel gegen- 
iiftnder geprefet werden, berechnet gich^ wenn t ihre Kntferming ist, m 
*t^*d^t^b-\2=:B0t nnd dar ans, wenn s die Tiefe der Nuten hezw, Zßhne 



die iotetebende Druckspaunung tr^- 



f::=$tm wird tf* 



20*5 



ds 



Für i = 20fra und 



=saa»*. 



fi«|gpi«I 3: Vernietung eines Bl^chbalkens. Damit der nach 

Maf^gabo des Querachnittes Fig. 23 S. 20 aus einzeln priBmatiEchen t?täbeii 

Kusammengeäetite Blecbbalken (vergl. Beißpiel 9 S. HO) in der Tat wie ein 

äalken wirke, müssen die einzelnen Teile gegenseitig yollig nnverschii^bbar 

titeinander yerbanden sem. Die die Verbindung herstellen den Niete hAben dabei 
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den erforderlichen Schnbwiderstand za leisten. Insbesondere kommen hierbei 
die die Verbindung der in Fig. 147 sfhraffierten sog. Gnrtong mit dem nicht 
schraffierten Stege herstellenden wagerechten Niete a in Betracht. Der ftr 
diese Verbindung erforderliche Schub widerstand ist nach GL 4 S. 181 f. d. 



Längeneinheit gleich 



QS, 



wenn Si das statische Moment des Gnrtqner- 



Schnittes allein, J das Trägheitsmoment des ganzes Querschnittes und Q die 

an betreffender Stelle 

herrschende Querkraft Fig. 147. 

bezeichnet Ist t die 

Entfernung zweier Niete 

(die sogen. Nietteilung) 

(Fig. 147), so ist der von 

einem Niet zu leistende 

Schubwiderstand gleich 

— ' ^ . Die Niete sind 

„zweischerig*' und kön- 
nen, wenn d ihr Durch- 
messer, r^ die zulässige 
durchschnittliche Scherspannung des Nietquerschnittes ist, einen Schnbwiderstand 

*• * *" lebten. Es mufs daher die Gleichung bestehen 




2 



^'d'r^ 



und daraus t = 



TZ'd^'T^J 



J "" 2 2Q'S^ ' 

Der Balken Beispiel 9 S. 110 hat unmittelbar neben dem Auflager eine 

Sein Querschnitt besteht hier 



Querkrafb Q = ^=z 25 OOO^g aufzunehmen. 



nur aus dem 1 em starken Steg und den 4-Stück 8 X 3 X 1 <^°^' starken Gnrtnngs- 

winkeln (Fig. 147). Es ist nach S. 111 J'=Jo=9ll67«»* und nach der 

Figur iSi=39,5.2. 8+34,6 -2. 7=1115. 

, 3,14.2^.800 -91167 ,^ 
t= ^^ ^,^^^ — = 16,3 cm. 



Mit d=2em und r,„ = 0,8.<r=800*t 



wird 



2.25000. 1115 



Im Abstände 2,7« m von der Endstütze ist 

Ol 



mithin 



C = ^ — 2,74. g=2,26.. 5000= 11300 kg, 

5,= 39,6.2(8 -2) + 3,3 (20 — 4) .41,65 = 3160 em«^ 

J= Wl = 6250 . 43,3 = 270000«™*, 

^ 3,14 . 2^ . 800 . 270000 ^ _ 
2- 11300.3160 * 



Diese lediglich durch die Leistung des erforderlichen Schubwiderstandes 
bedingte Nietentfemung wird aus praktischen B&cksichten zur Erzielung des 
notwendigen dichten Zusammenschlusses der verbundenen Teile erheblich 
kleiner, vielleicht auf etwa 15 «m herabzumindern sein. 



F 
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Derselbe Balken kann bei der in Beispiel 9 S- 110 angenommenen Rand- 
spannong Ton <r=1000»* beiderseits im Abstände lOOcm von den Stützen 
(vergL Fig. 148) je eine Einzellast 

Dabei weist die Qnerkraft Q zwischen Stütze und Kraftangriff den kon- 
stanten Wert P= 62 500 kg nnd zwischen den Lasten den Wert Null auf. 
Das Biegnngsmoment wächst beiderseits von den Stützen bis zum LastangrifT 
geradlinig von Null auf 62500- 100 =6 250 000 «n/kg an. In der Nähe der 
Stfttze genügt der Querschnitt p. . .^ 

ohne Kopfplatte, nur aus Steg 
und Winkeleisen bestehend. Bis ^ 
zur Stelle des Lastangrifis mufe 
stufenweise eine Verstärkung mit 
drei Lamellen bis zusammen 
^acn Stärke erfolgen, die zwischen 
den Lasten unverändert bleiben 
kuin. (Vergl. die Momentenfläche 
Fig. 148.) 

Danach erfordert die Lei- 
stung des erforderlichen Schub- 
widerstandes in der Nähe der 
Stützen, so weit der Querschnitt nur aus Steg und Winkeleisen besteht, mit 
<| = 2«m und T^==800«*, eine Nietentfernung 

^n d^'T^J _ 3,14.22.800-91167 _ 
'""■"2-e.iSfi "~ 262500. 1115 "" ^''''"' 
and in der Nähe des Lastangriffes zwischen diesen und den Stützen, wo der 
Querschnitt seine voUe Ausbildung erhalten mufs 






j«Ä^ «O*" mt^ 



I 



M^'BlOO 



I I 

I I 



tII' 



3^. 2 «-800. 270 000 



= 6,85C 



2.62 500-3160 

Zwischen den beiden Lasten, wo die Querkraft Q==0 und sich danach 
eine Nietteilung t = oo ergeben würde, ist diese nach praktischen Gesichts- 
punkten zu wählen. Wird die für den Teil des Balkens zwischen Stütze und 
Last errechnete Entfernung von 6,5 cm bezw. 6,85 cm aus praktischen Gründen 
for lu gering gehalten, so müssen stärkere Niete verwandt werden. Mit 
i2 = 2,fteiii würde sich % zu rund 10 cm berechnen. 



k) Normabpanniuigeii an wagerechten Schnitten eines dnreh 
senkreehte Belastung anf Biegung beanspruchten Stabes. 

Je nach der Art^ in welcher die Belastung in den belasteten 
BalkeD übergeht, finden aach in wagerechten Schnitten desselben 
^onaalspannangen o, statt. Buht die Last b^\%p\^\s^^Sä^ ^^& ^"^^ 
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oberen Begrenzangsfläche des Balkens (Fig. 149, a), so erzeugt 



a 

Uli 



Fig. 149. 
b 



ÜTT 



wie leicht ersichtlich, Druckspan- 
nungen, hängt sie an der ünterfläche 
(Fig. 149,6), so ergeben sich Zug- 
spannungen, wird sie endlich in einer 
gewissen Verteilung zwischen Ober- 
und ünterkante, etwa seitlich in den 
Balken, übergeAhrt (Fig. 149, c), so 
h&ngt die in wagerechten Schnitten 
entstehende Spannung o, von dieser 
Verteilung ab. 

Wir setzen zunächst eine beliebige Verteilung der Last 
f. d. Längeneinheit über die Trägerhöhe voraus. Wird nun von di 
Längenteilchen (dor) des Trägers mit der Last q-dx durch ein< 
wagerechten Schnitt wieder ein Stück von der 
Höhe e—z abgeschnitten (Fig. 150), so möge 
auf dieses ein Teil qzdx der Gesamtlast qd^v 
entfallen. Nur die senkrechten Kräfte an 
diesem Stücke sollen jetzt betrachtet werden. 
An dem linken Querschnitte wirkt derjenige 
Teil Q: der gesamten Querkraft Q, welcher dem 
Höhenteile e' — : entspricht; an dem rechten 



Fig. 150. 



Querschnitte wirkt demnach Q,- 



9.dx 



c?.^• 



dx) an 





dem wagerechten Schnitte tritt die Kraft ö,%vdx auf. 
gewicht verlangt 



Das Gleich- 



(^:W = q^ + 



dx 



Nun ist aber 



k.= '\r,x 



<^ 



r„tf = -=-5,, 



also 



^,= ^J5,dz und ^H,dz=q,^ 



dx dx J 



?<^iro.,._ .Q- 



-\s.d: = -^ 



Q 



(wegen Gl. 2, S. 178, und unter Annahme gleich bleibenden Qaer- 
schnitts). Daher wird 

1) ßt<' = tf.--</^. 



ffjm nw 



^tn 
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Verhältnis Q*;Q ist aus der Darstellung der Werte r^,iü (Fig* 15<)J 
SU erkennen. 

Läge etwa die ganze Last </ auf dem Trä*^er, so wäre q: = 0, 
^1X1 d man erhielte 

in diesem Falle ist O- durchweg Druckspannung, die Längsfasern 
•w erden durch die Last unfeinajider geprelat. An der Oberkante ist 
<Äi —Q, mithin o,w^ — q (unmittelbarer EiDflul^ der Last */). 
Nach unten hin nimmt der Druck allmählich bis auf Null ab. 

Hinge dagegen die Last q unten an dem Träger, so wäre 
V' ^^'y, und man erhielte' 

.,,. = ,(!_ |l); 

'*« ist nun o. eine Zugspannung, die an der Oberkante Null ist und 
lach unten allmählich bis auf y/jc zunimmt. 

Eine bestimmte Verteilung der Last über die Höhe gibt es, 
ffii" Welche o. durchweg gleich Null ist* Die Bedingung dafür würde 
»*ch Gl. 1 sein: 

^ h* die Normalspannung o- an wagerechten Schnitten 
^^r schwindet, wenn die Last sich nach demselben Ge- 
* ^ t ae aber die Trägerhöhe verteilt wie die Quer- 

In der Anwendung wird man von den hier abgeleiteten Regeln 
^^T' Berechnung der Spannungen a^ nur selten Gebrauch machen, 
Ma^xi erkennt aus ihnen aber das Wesen dieser durch den unmittel- 
^Äi"^n Lastangriff erzeugten Spannung und kommt damit in die 

^'^S'ei die Grölse derselben durch geeignete Anordnung auf ein solches 

"^ft zurückzuführen j dals eine rechnerische Würdigung nicht mehr 

^'forderlich ist. 

Bei dünnwandigen hohen Trägern wird nun Q nahezu allein 

öDci ziemlich gleichmälkig ¥on der Mittelwand aufgenommen; wEl 
®Än 4j0 etwa oben liegende Last nun auch ziemlich gleichmäßig 



^) YgL Ä. HäncU Die iimereti Efäft^ rechtwinklig belasteter Bslkin 
r J» ^^* Bereehautij^ fiseruer X* Balken i Zeitichrift des Arck- und log, -Vereine 
**- ICdnigreich Hannover 1861, S- 133. 
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Über die Höhe der Wand übertragen, so mufs man diese mit senk- 
rechten Rippen versehen, welche die Lasten oben aufnehmen und 
allmählich an die Trägerwand abgeben. Besondere Bedeatong ge- 
winnt diese Anordnung, wenn es sich um den Angriff konzentrierter 
Lasten oder Kräfte handelt, wie beispielsweise auch der Stützkräfte 
eines beliebig belasteten Trägers. 



I) Haaptspannnni^en und Anstrengungen in irgend einem Punkte^ 
eines gebogenen Stabes. 

Nachdem unter Illa, IVa, h, i und k die Regeln zur Ermitte 

lung der an beliebiger Stelle eines auf Biegung beanspruchten Stabe 
in einem senkrecht zur Stabachse gerichteten oder wagerecht 

Schnitte auftretenden Normal- und Schubspannungen abgeleitet sind 

liegt die Frage nahe, ob nicht in irgend einem gegen die Wagerecht 
geneigten Schnitte noch gröfsere als die in jenen Regeln ermittelt 

Spannungen auftreten können. Um diese Frage für die für die An 

Wendung wichtigen Querschnittsformen zu beantworten, denken wie: ^ 
uns aus dem gebogenen Balken an beliebiger Stelle ein unendlic 
kleines rechtwinklig dreiseitiges Prisma so herausgeschnitten, daF 
die Katheten- und Hypothenusenrechtecke ubedy acfd und bc/ 
(Fig. 151) senkrecht zur Kraftebene des Balkens und erstere Flächei 
aufserdem senkrecht bezw. parallel zur Stabachse gerichtet sind 
In diesen rechteckigen Flächen wirken 
dann parallel zur Kraftebene die aus 
der Fig. 151 ersichtlichen Spannungen 
und die ihnen entsprechenden Spann- ^«y 
kräfte müssen sich das Gleichgewicht 
halten. '^y^ ^^ 

Bei der den bisherigen Betrach- |^ I 

tungen zu Grunde liegenden Angriffsart ^ 

der äufseren Kräfte in einer senkrechten Symmetrieebene des Stabes 
und bei den für die Anwendung in Frage kommenden meist au^ 
Rechtecken zusammengesetzten Balkenquerschnitten können etwaig0 
Normal- oder Schubspannungen in den lotrechten Schnittflächen ab^ 
und de/\ sowie überhaupt Spannungen senkrecht zur Erafteben0 
praktisch nur von geringem Belang sein und daher aulser Acht 
bleiben. 
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i« d« Hjpot«"'*'^^ , V« «eeeti diese n&c»»e 6 j^e Tangent«*- 

sie uTis «r\egt it^ «^^; "* 4,Qcket> «'«^^.f. ^ttflÄcben^i« «olgt aas- 

^^'^^l:^ '''-'' ';S^^ und v.^-- 



Fig. 15*2 




^öjCösa 



. ' " geneigt*" ^-nantiton 

Spaw,«tT^tte, «» J^«^^;^^ miteinander 

i^ ii^H'^^'^^^l durch dFi^i^}- 
«.3.x,ied«derert-n^^^,3,ig.l52 

^anH.-n von XdrB;ana«nge» -^- ^^^ ,« jj 






::£L 
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Mit -=— wird also auch r gleich Null. Wir erkennen daraus, dsLfi 

für denselben Winkel a, für welchen a seinen Qröfst- und Elemst- 
w^ {«nimmt, r verschwindet Jene Qröfst- und Kleinstwerte von 
ö nennen wir die an der Schnittstelle a herrschenden Haapt- 
spannungen und bezeichnen sie mit ö^ und o^. Durch NuIIsetEung 

von -r— ergibt sich für den Winkel a 

4) ig 2 a = ~ ^"^ . ( Vergl. die Gl. 1 u. 5 S. 32 u. 33.) 

öx Om 

unter Benutzung der Ol. 4 erhalten wir nach den Begeln d^ 
Qoniometrie aus Gleichung 1 



5) ö, = ^^^±^±]/(^^)'+r,». (Vergl. Gl. 7 S. 3-^-) 

Der Gl. 4 entsprechen zwei Winkel 2a, welche um 1S<I^ » 
bezw. zwei Winkel a, welche um 90° voneinander verschieden sE*^"* 
Dem einen entspricht die Hauptspannung (T^, dem andern diejeim^S^^^ 
Ö2, beide Hauptspannungen treten also in zueinander senkrech. 'C^^^" 
Schnittflächen auf. Nach S. 62 ergeben sich daher die •m^^^*' 
sprechenden Materialanstrengungen zu 



6) 



Ö2 Ox + Oz (m—l) m + 



1 l//öx — ö«V 



8n = ÖO = 



ni 2 mm, 

Ox + 0z {m — 1) m 



±^-y(^i^)' 



ni 2 m m 

In dem meist vorliegenden Falle 0^ = wird nach GL 4 

2r 

4a) tg2a = — — ^ und nach Gl. 5 



5a) ö,=%ifcl/(Y)Vr^2 und mit »i=4 

Aus Gl. 5a ergibt sich, dafs, wenn <Tr>0, stets auch c^'^C^ 
also positiv, aber o^^O also negativ ist 



ftntpfspitfi TVfifi^iCTt fffHi Äyistrcft^tt-H^ftt^ 



im grSf&ten Abstände e^ und e^ ^^^ d^fselbeii 
Fig. 153. 




In i3«r OEtitTfclen Schicht bt ^,=^0, und nach Gl. 4 a tg2a«:o^, 
= ± SO*', fl[^ j^ 45". Im gröfeteö AbstÄiide e^ beiw. e^ von derselben 
ist nach GL 4 S, lat r = 0, aho *2a = oder ISO^ und a = oder 90*. 
X>ie Hichtütigeii der HanptapannuDgen scbneiden beide di^ neutrale Schicht 
iu>t<er 45^, die Faseiriehtung 
mber nnter 90^ beiw. 0^ 

Denkt man sich eineo 
^Qnlt Ton der nentraleD 
S^bicht &iit n&ch beiden 
Seiten einmal stete in der 

allmihlich wechselnden 
lÖchtnng der einen Hanpt- 
spikunung., iodjäim in der- 
^avtigen der a^ndeni bii £ur 

AisJlieiskmiite des Balkens fortschreitend, so beschreibt er iswel Scharen krommer 
X»isii«i^ die sog. „Sp&DEmngstrajektorien*^ C^ig* 153), welche sieh unter 
90 *^ schoeideti. 

Terfolgt man nach 61- 2 die Kichtungen der gr5fsten und kleinsten 
&cbiibipanDUngeD, so gelangt man zu den Trajektorien der Schub spann nn gen. 
E» mag Wer kurz daratif hingewiesen werden, dafe im Bau mancher 
"ti«ri§chor Knochen (Schenkel-, Fersenknochen u. a. w.), deren Dionstleistnug im 
^^TlS^lsmns eine Inanspruchnahme auf Biegnng mit sich bringt^ eine Stoff- 
»n]jig«rung nach ähnliehen Linien stattfindet*) 

Denken mr uns das rechtwinklig dreiseitige Prisma (Fig 151 n. 152) 

jettt so ans dem St&be heräusgeJächnlttenf dafs die Katheteiiseiten In dj« 

»•Sichtung der Haupt Spannungen ^^ 



^d <r, fallen, so bleiben nur die 
^^ Fig. 154 ersichtlichen Erüfte 
*^ Pmma wirksam* Die zur he 
^ aJlgem einen schiefwinklige 
"panti^ng p iat gleich der umge^ 
«hrfctn Mittelkraft von ff, ain a 
^^*i ff, cos a. Bezogen auf ein in 
''"^ Ächtnner ^^ w^d ac gedach- 
*•■ Achspokrenz KZ erscheinen 
*i^fia=^x und <rj,Cösa^i als 
^oordluaten des Endpunktes der 

^'*> Spannimg p darstellenden 
^^recli* tind man hat 



Flg. !54. 




3P 1 S 

fina^— nnd coBtt = — 



2x > *) Attf diese interessante Tatsache hat der Anatom R v, JT^yer in 
hö^fi^^ iuerst hingewiesen, während dem um die Entwicklung der' Statik 
J-* Verdienten Prof* Culmann daselbst die itatiiche Würdigung derselb«a 
''^^^anken ist» 



msM 
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Die Quadratur und Addition beider Gleichungen liefert 

^ + — = 1 die Gleichung einer EUi*^^ 

mit den Halbachsen tr^ und «r^, welche man die „Spannungsellips 
nennt. Die Spannung jp in beliebig gerichteter Schnittebene erscheint 
Fahrstrahl (Radiusvektor) der Spannungsellipse. Die Richtung von |) 
einen gegebenen Neigungswinkel a der Schnittebene erhalten wir durch 
Gleichung 

a.^ cos a <r., 
tg cp = ^—. — = -^ cotg a . 
^^ «Tisma <7i ^ 

Mit den Hauptspannungen a^ und a.^ ist danach auch die Spannungsellipu^ ^ 

bekannt und man kann mit Hülfe derselben die SpannungsTerhältnisse iS=^ ^ 

beliebig gerichteter Schnittebene beurteilen. 

Für alle Punkte der neutralen Schicht ist ö>=0 also <ri=<r, = T, de— Äie 

Spannungsellipse also ein Kreis. Für Punkte in den Aufsenkanten ist t= =0 

also a^ = (Tf und er^ = ; die Spannungsellipse schrumpft zu einer Gerade^^ -6Q 

zusammen. 

Wirkt auf den Stab nur eine Querkraft und kein Momen^r-ait, 
welcher Fall z. B. bei Nietverbindungen annähernd Yorliegt, wenn dr jBie 

Nieten im Vergleich zu ihrem Durchmesser eine gewisse Länge niclK'-lit 

5 

überschreiten, so wird cJ^ = 0, ai = (J2 = r, 8^^=^b^^=^± — x yaz:^mii 

4 

unter Beachtung der Gl. 4 S. 181 bei kreisfSrmigem QaerschnU^E^t 

ji 2 

mit •^= , • ^'^ und -S^ = — • r^ in Bezug auf die zur Querkraft 8en"I3Sr- 

rechte Mittellinie 

^1 ~^-=t 4 ""^^ ■" =^ 4 ' /rJ"""^ 4 '2r ' 3 iTT^""'^ 3 F' 
wenn F den Inhalt der Querschnittsiläche bezeichnet. 

Die im Querschnitte herrschende durchschnittliche Schub^ 

O 
Spannung ist ^m = -^ (vergl. S. 69). Zwischen der gröfsten Stoff- 
anstrengung 8 und der mittleren Schubspannung r^ besteht daher 
die Beziehung T;„==0.6-«. Ist s danach die zulässige Anstrengung, 
bezw. die zulässige Normalspannung, so ist die zulässige mittlere 
Schubspannung bei kreisförmigem Querschnitt eines auf reine Ab- 
scheerung beanspruchten Stabes gleich 0,6-«. 

Bei Nietverbindungen nimmt man indes in Übereinstimmung 
mit der vorliegenden Erfahrung und insbesondere mit ausgeführten 
Versuchen r^ = 0,8 o bezw. 0,80 a an, wobei der zwischen den zu- 
sammengenieteten Teilen entstehende Beibungswiderstand immerhin 
in gewissem Orade mit in Betracht kommt (vergl. S. 7ö). 



htfaifji(n§ 



Anwendangeii. 

Beia|»ie] h Der a^f drei gleich hohen StQtzen nahende I- Balken 
^Upiel l B, 149 hat bei der dort aßgeoommenen Belostang immittelbar tiebeo 
Mittel stütze eine Qaerkraft 1^=^6250)^ aufzonohmen. Dabei entsteht In 
^t* öentraJen Hchioht luid senkreoht tu derselhen eine Bcheerapannimg 



^Qiä.^ 



6250 ^(2^14. 14 + 13*. 4^1 



= S38»t 



b^'J 1,9^2500 

Hfid im Anscblors des Steges an den Flansch^ d. i. im Abst^^nde ^ = IS «« 

6250-2^4^14 



xn wigerecliteiii nnd lotrechtem Schnitt r, = 



1,0-12500 



= l96*t. Die 



^ormalspaunang an dieaer Stelle ist ir^=^ ' . 1 ^ 650 *t und nach Gl. 5 a 



15 



-^^e Hanptspanntuigen tTy = -^ -j- 
0>cb die gr&fite Materidanstrengung 



y(550)'^,3ß,^ + 7OO.t 



-5l>^t 



Daraus ergibt 



50 



s^lOQ+^^lV2,b 



-aJsQ geringer als dl^ Eandspaimniig ^=750«^ 

Wird die Stützweite anf die Hlilfte ^^ 2,50 ™ verringert, so kann der 
-Balken bei ff^=T50»t f, d* Längeneinheit eine Last 



P 



(250)» 



5 5 

Dabei ist ^e gröfete Qoerkraft C = ^^ j>? = --- -8000-2^== 12500 kg, 

1^476»^, ^1=392»* und die HauptspaunnDgen im Änschlufa des Steges 
den FlanBch 



^etzt iit aljo die Anstrengung an dieser Stelle gröfler als die Randipann^og 



Eeiipiel i: Der Blechbai ken Beisp. 3 S. 187 u.f. erfahrt bei einer Belastung 
mit zwei Eittzelliiateii P=^C2500^s, welche beiderseitg m Abständen gleich 
la TOD den Stttsen angreifen (Fig. 148), itn Querschnitt des Lta&tangriffi} 
Hne Raijd8pannung <r==lOOü*t und hat dort eine Querkraft Ö = 62500^b 
aufxnoehjnen. Unter der Wirkung der letzteren entsteht im Äbetando gleich 



?on der Biegnngsachse (vergl Fig* 147) die Scheerepannnng Ti = 



bJ 



itsf gebt die Tolle Kormalkraft N der Gurtting in den Steg über, für Si ist 
«Q daa statische Moment der Ourtmig, S. 168 s«i 3(00^^' berechnet, dn- 



mt 6= lom nnd J=270000öfc' wird t^^ 



62500^BHiO 



l,e- 270000 



= 730*t. 
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J>m Nonnalipaonimg ist an der £rftglic1ieii St«Do ö^==-^"1<K)0— 800«^ 

d&her die H&nptipanntuigeD *!= -^ + 1 l -a^ 1 + *^^ ^ i3' »i * 

estoprielit eine gröfste Anstrengting des Stoffet toi 

4 4 

Dies ist füeo fUr die voHi1^geDdti Belastungsart erheblich gr5fAer &U die 
spannaiig tf. Wird sie nach den Torliegeoden Umständen Dicht ISir tu 
gebalten, so rnnb der Steg fit&rler gew&blt werden. 



m) BiegEiig&sfiaiiiiuiigeE in StäbeD, deren Stoffe dem Hooke^ictieii 
Gmttz »iclit folgen. 

Die tinter Illa entwickelten Beziehungen zwischen den Btegungi* | 
Spannungen und Biegnngsniömenten stabfj^rmiger K5rper stützen sich 
auf das Hooke*sche Gesetz, die Verhältnisgleichbeit zwischen den 
Norroalspannungen in einem Stabquerschnitte und den mit ihnen 
eintretenden Dehnungen. Wie auf S. 53 ausgeführt« erfüllen gewisse 
Stoffe in ihrem elaitisehen Verhalten dieses Gesetz nicht, oder nur 
annähernd. Auch ist für diese ein anderes allgemein gültiges Oeaetz 
der Abhängigkeit der Spannungen Ton den Dehnungen in analytischer 
Form nicht bekannt. Für die wichtigeren der in Frage kotnmenden 
Stofte sind indes durch Versuche namentlich von C, Bach einander 
entsprechende Spannungs- und Dehnungswerle ermittelt worden, durch 
deren Benutzung die tatsächlich auch für diese Stoffe bestehende 
Abhängigkeit zwischen Spannungen und Dehnungen in Form der 
sog* Dehnungslinie (vergL Fig* 49 S. 52) geometrisch dargestellt 
werden kann. 

Von dem in solcher Form als bekannt angenommenen Dehnungs- 
geaetz ausgehend, soll in folgendem zunächst eine 

graphiaehe Untersuchung der Biegungsspannungeii 
iu geradeu Stäben 
stattfinden. Wir machOD dabei wieder die mit der Erfahrung nabests 
übereinstimmende Annabme, dafs vor der Biegung ebene Stabquer* 
schnitte auch nach eingetretener elastischer Krümmung des Stabes noch 
eben sind* Die Dehnungen e in den einzelnen Querschnittspunkten 
sind dann ?erhältnisgleich deo Abständen y der letzteren von der 



HL S^f^UfUfSSp* tn StuÜ£Hj\ 
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Spaiiiiiingsiitillini6 (Biegangsaclise) und man kann diese darch jene 
and umgekehrt aasdrAcketi. Ist e^ die Dehnung im Abstände y=^l 
Too der Nullinie, so ist diejenige im Abstände ij £ = E^*y und mit 
^o als Längeneinheit £=^v* ^^ Verteilungs^esetz der Normal-* 
Bpatinnngen o über den Qaerschnitt eines gebogenen Stabes, das 
Anirachsen derselben mit dem Abstände y von der NuUinie läfst 
sich daher gleichfalls durch ein entsprechendes Stück der Dehnungg- 
lioie ausdrucken. Denkt man sich danach in jedem Querschnitts- 
jiQnkte die dort herrschende Spannung unter Berficksichtigung ihres 
roneichens als Ordinate rechtwinklig zur Querschnittsebene auf- 
getr^en. so er- ^ig, 155. 

Tillen die posi- 

tiven und 

ß^gatiTenSpan- 

m^ngäwerte je 

»«^ ihrer Ge- 

®^ ÄEtheit wieder 

®i «3611 gog. Span- 

^'^^ngskeil (vgl. 

^- 81 u. 82), der 

^"fcier jetit nur 

*^^^:af einer Seite 

^ ^^eoi auf der ■ 

^^^'Äldem dagegen nach der Debnungslinie gekrümmt ist (?glFig,155). 

*^^ie Schneiden beider Keile treffen in der Nullinie zusammen und 

* ^Ä^re Kauminhalte stellen die Summe aller tm Querschnitt tätigen 

ug- bezw* Druckspannkräfte dar. Beide müssen wegen der Null- 

leichheit der Summe der wagerechten Kräfte einander entgegen- 

esetzt gleich sein. Das führt zu der Gleichung 





Ist 



\cdF^\adF oder \odF-=^Q (vergl. GL 1 S. 83). 

ij reränderliche Querschnittsbreitej also dF^w*dp^ 



/^Qm etwa mit 
'^^0 folgt 

2) 



t 



d^; ' '. 



iTodurch die Lage der Nullinie im Querschnitt bestimmt ist Die fftr 
das Gleichgewicht erforderliche Gleichheit des Atigtiffiäinomeutas Af 
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der äufsern Kräfte und des Widerstandsmomentes der 
Spannkräfte bedingt die Oleichong 

fei pej 

Da indes die Abhängigkeit zwischen o und y fttr die hier in 
kommenden Stoffe in analytiseher Form nicht bekannt ist, lasse 
die GL 1 u. 2 im allgemeinen nicht lösen, unter Benutzui 

Fig. 156. 




Dehnungslinie b^Ob^ (Fig. 156) lassen sich indes auf graphi 
Wege mit Hülfb der Gl. 1 u. 2 die Normalspannungen au 
Bi^^gsmoment herleiten. Hinsichtlich der Querschnittsform 



lYm. Biegungssp. in Stäben, deren Stoff d. Hookei'schen Ges. nicht folgt, 201 

wir uns hier auf die in der Anwendang hauptsächlich yorkommendeD 

Fälle beschränken, wo der Querschnitt ein Bechteck oder aus Becht- 

6cken symmetrisch zusammengesetzt ist. Setzen wir zunächst ein 

einfaches Bechteck von der Breite b voraus und beachten, dafs 

€ ds 

^«=— , also dy = — , so gehen die Gl. 1 u. 2 über in 

(5'de^\ö'd€ und 

*) M-=-^[\a'de'e-\-\a'de'e\, 

^orin €i und €2 die den äufsersten Faserabständen ei und e^ 
^^tsprechenden Dehnungen sind. 

Die Integralwerte der Gleichung 3 stellen die Flächeninhalte 
^^r von der Dehnungslinie, der f -Achse und den den Dehnungs- 
^Wissen e^ und ^2 entsprechenden Spannungsordinaten c^ und 
^^^:^ eingeschlossenen Teile Oa^bi und Oa2b2 der Dehnungsfläche 
^ar (yergl. Fig. 156). Aus der danach in Ol. 3 ausgedrückten 
^lächengleichheit ergeben 3ich ohne weiteres zusammengehörige 
^^erte von e^ und €2 bezw. a^ und c^. Ist beispielsweise die 
^Ofste Zugspannung (Bandspannung) a^ und damit aus der Dehnungs- 
linie auch €1 bekannt, so ist €2 bezw. O2 so zu bestimmen, dafs 
jene Flächengleichheit eintritt 

Die Integralwerte der Gleichung 4 drücken die statischen 
Homente der Flächen Oaib^ und Oa2b2 in Bezug auf die o- Achse 
«US. Zeichnet man zu den Flächen mit der Polweite H eine Seillinie 
^j02«2 ^d schneiden die Tangenten in den Endpunkten s^ und «2 
<ier8elben auf der (T-Achse die Strecke u ab (Fig. 156), so ist 

Ö'd€'€+ \öd€€==H'U. 

Bedenkt man femer, dafs -^=-^ und — } — = -1^=* — r — • auch 

^2 ^2 ^1 + ^2 "' ^1 ■« ^2 

^i^^i^ot so erhält man 

- ^ ' und 7) £o = i: 



81 + 82 



Mit OL 6 ist die Lagt der KuHinie im Qaerscbnitt bekatmt uai 
anter Beachtatig der GL 5 q. 7 nimiDt GL 4 die Form an 



8} 



Jlf= 



i^^+e,)' 



M'U, 




wi^a^ ^^ 




Gleichung 8 kann nach Belieben bei gegebener Randspaaiiiisi^ 0| 
oder 03 and damit bekannten Dehnungen £j ond £« mr Berechnang 

der Querschnittsabmessungen h oder h und nnigekehrt benutzt, oder 
bei gegebenem Stabquerscbnitt und Randspannung zur Berechnimg ^- ^ H 
des zulässige!] AngriffsmomeDtes, bezw. der Belastung des Balken»^^^^^ 
benutzt werden. 

Die Anwendung der entwickelten Regeln gestaltet sich m 
folgt: Aus der fQr einen bestimmten Stoff gegebenen Dehuuogs — 
linie berechnet man ein Kr allemal die den einzelnen Dehnunp— 
ab9cissen entsprechenden Dehnunggfläcben, trägt diese als Ordinatais 
?on einer Basis O^k aus auf, so dafs beispielsweise die FlUch 
Oüih^ durch die Ordinate Z und die Fläche Ofi^h^i durch di 
Ordinate D ausgedrAckt wird. Die Dehnungsfl^tcbenj beiw. die si 
darstellenden Ordinaten Z und I) sind ?erhlltnisgleich der SumniÄ 
der in den betr. Teilen des Querschnitts tätigen Zug- und Drucl 
Spannkräfte. Sie haben daher die Bedeutung von Kräften, und d 
entstehenden Linien Oj\ bezw. 0^/^ wollen wir aus diesem Gran 
die Z* bezw, J9-Linie nennen. Ist nun in einem bestimm 
Einzelfalle beispielsweise die zulassige gröfste Zugspannung (Ran^ 
gpannung) Oy gegeben und damit auch die Randdebnung €^ bekan^ 
so zieht man durch den der Abscisse £^ enüprech enden Punkt 
der Z-Linie eine Parallele zur f -Achse bis zum Schnitt /^ mit ^ 
X/ -Linie. Zieht man ferner durch /j eine Parallele zur n^Ach^ ^ 
so schneidet diese auf der r -Achse die zu e^ geborige Rtnddehnis^ 
€^2 ab und gleichzeitig erhält man in dem Abschnitt aaJ^ die ei 
sprechende Randspannung ö^< Ist endlich ^lOj^* die zu 
Dehnungsfläche gezeichnete Seillinie, auf welcher die Punkte 
und *3 mit ihren Äbscissen Tj und e^ bekannt geworden sind, 
sind die Tangenten #i/<i und ^2^ an die Seillinie in e^ und »^ 
die Dehnungsflächen Oa^h^ bezw. Oa^h einscbliefsenden Sellec 
Seiten. Sie sind parallel dem PoMrahl O^ i und schneiden auf c^^ 
0- Achse die Strecke /ij Ao = h ab. welche im gleichen Maisstau 
wie die Dehnungen zu messen ist. Damit steht der Anwendm 
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der Gl. 8 auf beliebige Belastangsfälle und Querschnittsabmessungen 
ntebts mehr entgegen. 



fb) 



Fig. 157. 



■4tä— j 






>: 



M der Querschnitt 
Sicht ein einfaches Recht- 
eck^ sondern aus mehreren 
Sechtecien symmetrisch 
äamin enges etztf also etwa 
'ein I- oder T- Querschnitt 
CF%. 157), so ändert sich 
die Breit© w (GL 1 n. 2) 
^io sprungweiser Abstufung; 
*ie ist nur für bestimmte 
Höhenerstreckungen kon- 
stant. Entsprechend den 
öiözelnen Breitenstufen nehmen Gl 1 u. 2 die Form an 

9) 



fa) 



T 



^h* 



ü 






T 



Vi 

L 



io> 



t:i 



j*yi r'^i f*¥i ^**; 

/»yv ^'^^i i'A'j l**'a 

= 11 setzt, gehen heide 



t*- und dp^^^^ und wenn man 



l^jcbungen über in 
^1) ^(j'rf£ + \n öm/£— \of/f + U^fTelc und 

4.2) Jlf="i^ [adEe+inadee+Xadee+Xna^de^el. 

-^In dem zweiten Integralwert auf beiden Seiten der Gl 11 sowie 

Xm zweiten and Tierten Integralwert der Gl 12 erscheint die 

^pannongsardinate ö mit n multipliziert* was, da n>^l, eine ent- 

^precbectde Vergröfserung derselben zwischen den Dehnungaabscissen 

fj und £* hezw. £2 ^^^ ^ bedeutet 

Führt man diese Multiplikation aus, so tritt an Stelle der 
Dehnungslinie die Linie Offid^c^ bezw. Oo.2^h<^'2 (^ig- 15^^) ^^^^ 
fiurcb die Gleichheit der von diesen umschlossenenf durch die 
Integralwerte der Gl 11 ausgedrückten Flächen ist wieder die ver- 
bUtnismärsige Lage der Nullioie im Querschnitt bestimmt Zeichnet 
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I zü den Flächen Oaih^Cidyffy und Oa^h2Cnihff2 ^*^^ Seillinia 
mit der Polweite H, so erhält man das Moment der innern Spann- 



kräfte# wie beim einfachen Bechteek m M = 



hh'^'Hu 



und Gl 8 



wttfst sich ohne weiteres auch hier anwenden. 

B Im Falle der Fig. 157, & {X-fSrmiger Querschnitt) »tritt an Stelle 

^er beiden Integralwerte der rechten Seite der GL 9 u, 11 je ein 

K' iziger Integralwert zwischen den Grenzen o und r._, und ebenso 
rden die dritten und vierten Glieder der öl 10 u- 12 durch Je 
eines ersetzt In Fig. 158 tritt an Stelle der Linie Oy^r/^^^a ^^ 
Eie Oh. 
Ein derart gegliederter, d, h. aus Eechtecken zusammengesetzter 
hquerscbnitt läfst sich stets so gestalten, dafs heide Rand- 
»pannnngen fi^ und cr^, bezw. die Randdehnungen ti and £2 be^ 
Iimmte, etwa vorgeschriebene Werte annehmen. Durch eine solche 
nnahme sind die Funkte 0, und ^2 (Fig, 158J festgelegt und es 
leii 



Ben sich nun die Punkte 



^1^1 



und i^2^h ^ö bestimmen, dafa die 



leiehheit der Flächen öa^h^ c^ d^ i/i und O (7^ K ^2 ^h.^2 eintritt, 
wobei dann allerdings die Symmetrie des Querschnittes (Fig. Ibl.a) 
in Bezug auf seine wagereehte Schwerpunktsachse aufhört 

Handelt es sich beispielsweise um einen T-Querschnitt und 
tttsprechen die Flächen Otiity — Z^ und Otub^ — D dem recht- 
jen Steg, so mufs die dem Flansch entsprechende Fläche 
I ^% ^i <?! = ^2 die Bedingung erfüllen Z^^ D^ Z^. Ferner ist 

^ — =7^ (Tig. 157 u. 15H) tjnd, wenn das Verhältnis -^ gegeben» 

auch ^j— J^'— (^i+e2)^ bekannt. Siebt man die Fläche aie^d^ej 

Hi Trapez an, so muß dessen mittlere Höhe n-ö'"= ^ , sein. 

w ^ /, ^'-^ 

ilit n-tf" ist auch ?i— 7- bekannt und bei gegebenem Angriffs- 

moment 3/ kann die erforderliche Querscbnittsh^he h aus GL 8 
bestimmt werden. 

rÄ nal jtiaehes Näihemngsverfahren, 
Durch das oben dargelegte graphische Verfahren lassen sich 
die Biegungsspannungen in einem Stabe aus beliebigem Stoff, dessen 
Dehnungsgegetz In Form der Debnungslinie bekannt ist, mit der 
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gewünschten Genauigkeit ans dem den Stab ergreifenden Biegung:!»- 
moment herleiten. Für manche Zwecke der Anwendung bietet 
jedoch die analytische Behandlung des Gegenstandes gewisse Yi^xr* 
teile. Da indes, wie erwähnt, das Dehnungsgesets f&r die hier 
fragl. Stoffe in genauer analytischer Form nicht bekannt ist, so 
müssen wir uns mit einer Annftherungsform begnügen. Ein soldaos 
Gesetz e =/(o) läfst sich mit einer in vielen Fällen der Anwendux&s 
hinreichenden Annäherung aus der wirklichen Dehnungslinie, d. Im. 
aus zusammengehörigen Versuchswerten von e und ex für das hi^x 
nur in Frage kommende Spannungsgebiet innerhalb der Elastizität!;^- 
grenze herleiten. Nach G. Bach ergibt z. B. die Potenzfunktiov 
£=a*(T", worin a und n vom Stoff abhängige Eonstanten sixm<3« 
befriedigende Übereinstimmung mit den wirklichen Dehnungs- ru:m i 
Spannungsverhältnissen. Wir wollen indes aus den auf S. 53 dsL:s:- 
gelegten Gründen, insbesondere um die analytischen Beziehun^'^^ 
zwischen Biegungsmoment und Biegungsspannungen in tunlichst oS.'ki- 
facher für die Anwendung brauchbarer Form zu erhalten, für ^L^ 
mit a und e veränderliche Verhältnis 

- = JEJ in den hauptsächlich in 

Frage kommenden Spannungsgebieten 
beiderseits nahe der Nullinie konstante 
Hittelwerte JE^ und JE'2 annehmen, 
bezw. die Dehnungslinie beiderseits 
der 0- Achse durch eine sich ihr 
möglichst genau anschliefsende Gerade 
ersetzen (vergl. Fig. 159). Damit 
gelangen wir zu einer Erweiterung des 
Hooke^schen Gesetzes mit verschie- 
denen Elastizitätszahlen JE^ für Zug- 
und E2 ^^ Druckspannungen.'*') 

Sind 0| und O2 die Bandspannungen für Zug und Druckt 
und eo die äufsersten Faserabstände von der Biegungsadise (Ni 
linie) (Fig. 160), so ist die Spannung o im Abstände y von d^ ^^ 
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159. 


+<r 


\ 






6 


\ 




j\ 







♦) Vergl. G. Barkhausen, Die Verbundkörper aus Mörtel und Ei»^^^ 
im Bauwesen, Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieurwesen, Jahrg. 1901 S. I^"* 
u. 1902 S. 246, und G. Lang, Der Schomsteinbau, Heft I S. 127, Hannove^^' 
Helwings Verlag. 
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Mlben auf der Zugseite 0=^-^ und auf der Druckseite ö=— -y 

€2 




Setzt man diese Werte fQr an betreffender Stelle in die GL 1 
^d 2 ein, so folgt 

13} —\w'7/'dy=^ — Awi/'dy und 

14) 



M= — \wy^'di/ -^ — -Awi/^-dy. 

^1 1/0 ^2 t^ 



Nun ist Oi=€iEi und ^2 = ^2^21 ^ilso 



I ^ JS2 ^2 -^2 



fi jE^i 



und 
13 

15> 
16) 



wenn wir 



^_ 



i\ 



-E, 



m setzen, — = r/i • - 



^1 



Hiermit gehen die Gl. 



xmd 14 über in 



iwydy= im«i^«y'di/ und 
Jo Jo 



]■ 



In Gl. 15 und 16 sind die Querschnittsbreiten w im Verhältnis 

^^^^^^ verändert, gleichsam auf dasselbe Elastizitätsmafs^] reduziert. 

^^\^ Integralwerte in Gl. 15 drücken die statischen Momente der 

^^ile des so reduzierten Querschnitts beiderseits der Biegungsachse 

^Tis, diese gebt also durch den Schwerpunkt des reduzierten Quer- 

^hnittes. Die Integralwerte der Gl. 16 drücken in ihrer Summe 

^ Trägheitsmoment des reduzierten Querschnitts in Bezug auf die 

Siegungsachse aus. Bezeichnen wir dasselbe mit Jr^ so schreibt 

sieh Gl. 16 



17) 



• 1F|, 
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wofür man mit — ^ = 



m-e.j 



(siehe oben) auch schreiben kann 



17a) 



lf= 






= Oo'Wo 



Die Gleichungen 17 and 17 a stimmen in ihrer Form genau mit ^^ 
Gl. 3 und 3 a S. 87 überein. 

Für das einfache Rechteck als Stab- 
querschnitt (Fig. 161) ergibt die Inte- 
gration der Gl. 15 und 16 

18) 
19) 



20) 



Mit Ci + 1'2 = h wird nach Gl 



18 




und e« = 



h 



1+V^m ' i+Vm' 

Diese Werte für e„ e^ and J, in Gl. 17 und 19 eingesetzt, folgt 

3 



Jl) 






Die Verhältniszahl 



m = §- ailt je 

-^1 



nach dem in Frage 



kommenden Spannungsgebiet verschieden aus. Für ganz kleine 
Spannungen nähert sie sich bei allen Stoffen dem Wert 1 und 
wächst dann mit den Spannungen. Für Zementmörtel oder Beton 
schwankt m bei mittleren Spannungen zwischen 1,5 uxid 2. 

In Fig. 161 stellen die punktierten Linien oberhalb der Biegungs- 
achse den reduzierten Querschnitt dar, und man kann danach die 
Gleichungen 18 und 19 unmittelbar der Figur entnehiiien. Die Gleich- 
setzung der statischen Momente beider Querschnitt^hälften ergibt 

?n-5**2 ■^ = ^-^117. d. i. Gl. 18. Das Trägheitsmoment eines 
Rechtecks in Bezug auf eine Seite ist nach Gl. 1 S. 11 und Gl. 1 S. 15 

Die beiden Querschnittshälften Fig. 161 liefern daher zum Trägheits- 

moment J die Beiträge m-6-e2--|~ ^°d — ~- wie in GL 19. 

o o 



ngisp. in StSbm, äerm ^dfä. SboWschm Gu, f\kM fotgU 200 

In fast gteicb einfacher Weise lassen sich auch mit Hilfe 

die Tr^heitsiQ0meiite Jr 
Fig. 162. (m) 

* mJf 

rr"""f7f — 1. — n^T 



16$ ^reduzierten Querschnittes 
ir Eüs Becht' 



1 






%H 



TT- 



?'JftR" 



a 



^keD^sammen- 
leietete Quer- 
schnitte bilden, 
Dies möge hier 
^ B, ftr einen .- 

T* Querschnitt 1 
zuerst in der - 

Anofdüung Fig, ^ 

162«A und sodann '^~' ^ ~^ 

iß derjenigen Fig. 162*5 geschehen. 

Für die Lage der Biegungsachse (NtilliDie) ira Querschnitt 

er^bt sich im ersten Falle die Gleichung 



j 



Vi! 

2 



hh 



n\bhi \h—t\ r^l + ~ ~ ^—\ und im zweiten 



hiie^—hiY m*hi(h' 



-c,y 



2 2 

Das Trägbeitsmoment wird im ersten Falle 



3a) ^, = -J[6{Ä-Cj)'-(*-'»i)('«-''i-'''i)^]+^^ ™^ ™ zweiten 



ilih) 



m 



J,^^b,(h-e,f + 



b^e,^-(b-hOie,-h^ 



Sind die Abmessungen b^ h, hi und h^ des Qaerschnitts gegeben, 
so läfst sich aus den Gl. 22a oder b der Abstand i ^ und damit aus 
>l 23 a oder 23 b das Trägheitsmoment Jr berechnen. 

Die Gliederung eines derartigen aus mehreren Rechtecken be- 
ghenden Stabquerscfanittes ermöglicht auch, ihn so zu gestalten, 
iafd beide Randspannungen Oi und o^ bestimmte vorgeschriebene 

02 



?'erte annehmea Bezeichnet man das Verhältnis beider ^ = ci, 

r h — e ^1 

"so ist nach S, 207 -^ = -^ m = * m = a und daraus 



^i 



r, 



=^1 



i) 



^i = : 



vn-h 



Nach GL 17 ist ferner für die Querschmttsanordnung Fig, 162.^ 



K9th, WlMikiÜhlffkT«, 



\K 
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Id Gleichung 25 steht das Angriffsmoment M der än&ereEr:-^ 
äfte mit der Randspannang o^ und den 5 Qaerschnittsma&en b, h ^ 
, hl und <! in Beziehung. Letztere haben aafserdem noch de 
I. 22 u. 24 zu genügen. Ist daher M und o^ bekannt, so kan.: 
aan von den 5 Querschnittsmafsen noch 2 frei wfthlen; die 
anderen sind dann durch die Gleichungen 22, 24 u. 25 bestimm' 

Anwendaneen. 

Für eine Betonart seien folgende zasammengehoriga Spannnngs- o^rr^'«! W.^-n 
Dehnungswerte darch Versuche bekannt geworden: |r/^i 

e 0,00 025« 0,->oo:&, 0,ooi.'i, 0,ooit&. O,ootis, 0,ooi7s, 0,mi^^ 
<rin»t4,A, 10,>, 14,5, 16,5, 18,5, 19,6, 80,»^. 

femer: 
e — Ojf'i'i» sr. , — 0,000 ts , — 0,oo 115 , — O,«« 175 , — 0,ooMft, — 0,oor^» 
<r in «t _ 5,5 , — 15,6 — 23,5 — 31,5 , — 39,* , — 46,^fc. 

Für die Aufzeichnung der Dchnuugslinie, welche in Fig. 156 annShe 
marsstüblich geschehen ist, möge als Mafästab für die Dehnungen 0,oooi ^ 1 
und für die Spannunj^ren 2 »< = 1 mm gewählt werden. Die Ausrechnung 
den einzelnen Dehnungsabscissen £ entsprechenden Dehnnngsflftchen, 
Z' und Z>- Werte, wobei die Abscissen in Millimetern, die SpannnngBordin^'fc^M^ 
in ihren wirkliclii^n Zahlwerten in Rechnung gestellt sind, er^bt Ar I 

z-=-r5 10 15 20 25 30 ■ 

Z^ 22.5 75 147,5 230 S22,5 420 .^1 

1)= 27,5 102,5 220 377,5 575,o 807,». 
Für die Zeichnung der Z- und 7>- Linie mögen die Ordinaten Z und -21^, 
welche die Bedeutung von Kräften haben (vergL 8. 202), der Mab^'^^^b 
20 Kinheiten = 1 mm gewählt und die entsprechende SeilUnie SiOfS^ mit ^3.«r 
Polw«*ite 7/ --■■ 500 gezeichnet werden. 

Beispiel 1: Ein an seinen Enden frei gestützter Balken von 200« St-C^'^^- 
weito und rochteckiirem Querschnitt von «;=50cm Breite hat f. d. If d. m 8OOO *» 
d. i. f d. lfd. cm 'M) i^?: zu tragen ; welche Höhe h mufs er erhalten, wenn <^** 
Handspaununi»; tr nacheinander zu 20, 18 und Ißat angenommen wird? 

ai Graphische LSsun^: Aus der in oben genannten Mafastäben ^v^^* 

geführten Zeichnung erhält man 

für iT^ c. *. rr^ 

^'Oat — 30 21 37,s"»t 
lS»t _ -22 17 28»t 
KUt — 15 12 23 »t 

Nach :>. 202 11. Gl. 8 ist M=^-~ = bh^ — ^':.-'— 




/.=^/-(^, + ..).]g7jj;^,- = 200.U, + .,).| 



M-rs. 


II 


51 


27 


30 


13 


27 


4,5 


und daraas 


,^1 s« 



SbH'H' 



^Vm, BiegungMp. in Stäben, deren Stoff d, Hooke'schefi Oes. nkht folgt, 211 



T>u«h wird für ^. = 20.t ^=200-51 Y g ^^ ^^^ ^^ =24em, 



,. = 18.t Ä=200.39.|/CI^,-^=26..c«, 



8-50-50013 



'•/ri 



,_,0.t ft=200.27.V „.,o.5oo.4.. =^''" 



Wie man sich leicht überzeugt, sind diese Ergebnisse völlig unabhängig 

^on der Wahl des Mafsstabes für die Dehnungen, Spannungen und Z- und 

-^- Werte; nur ist zu beachten, dafs die Pol weite H mit den Z- und 2>- 

^erten in gleichem Mafsstabe, der Abschnitt u aber im Mafsstabe der 

Wohnungen gemessen wird. 

b) Analytisehe L^sang: Nach S. 208 und der Nähemngsgleichung 21 ist 
Mit w=2, 6=50cm, Z = 200cin und jp=30kf f. d. lfd. cm wird 



1=200 t/ 



3 30:2,41 . , ^ 
— und darans für 



8 50 • 1,41 • (Ti 

(ri==20»t Ä = 27,3cm, ö'i=18»t Ä = 29,acra, ^^ — iß^t Ä = 31cin. 
Die durch das rechnerische Näherungsverfahren ermittelten Höhen über- 
treffen danach die durch das genaue Verfahren erzielten Ergebnisse für die 
höheren Spannungen von 18 und 20 «* um etwa 10 Vo- In Wirklichkeit werden 
also bei den durch Annäherung errechneten Höhen die Spannungen in der der 
Kechnung zu Grunde gelegten Höhe nicht eintreten und es erscheint daher 
zulässig, bei Anwendung des Näherungsverfahrens eine etwas höhere Spannong 
zu Grunde zn legen. Das Mafs derselben läfst sich für ein bestimmt be- 
grenztes Spannungsgebiet durch eine einmalige Kontrollrechnung nach dem 
genauen Verfahren leicht feststellen. In obigem Beispiel würde für <ri=24»t 
die Bechnung Ä=24,i und <rj = 21at Ä=27cm ergeben. 

Für Gebiete kleinerer Spannungen wird auch der Wert m kleiner (vergL 
^e bezügl. Bemerkung S. 208). 

Nach dem Hooke'schen Gesetze mit m= 1 würde ^^ = -r- • <rj 



h = hl --^ und für 

4f,=:20»t Ä = 30cin, <r, = 18at ;i = 31,6Cm, Oi = 16»t Ä = 33,6Cin. 

Beispiel 2: Ein Betonbalken mit 1- formigem Querschnitt (Fig. 157,^, 
162,5) aus dem gleichen Stoff wie in Beispiel 1 von Z=400cm^ t=:50cni, 
soll bei den Bandspannungen <r, = 18 und <r2 = 45 eine verteilte Lsat p = SO^g 
f. d. lfd. cm tragen. Welche Höhen h und Ä. und welche Breite 6^ mufs er 

r 

erhalten, wenn ^i = x angenommen wird ? 





ier 
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tL) Orapliische LOgnng: Aas der Dehnimgslinie erhalten wir die den -^^ 

Spannungsordinateii <ri = 18 und <r2==45 entsprechenden TTnhTmnpnhnrinnnt^^^^ 
e, =22 und e^ = 27, also ei + £2=49. Aus der Yerhfiltnisgleichhdt zwieehecrr^^j^ 
den Querschnittshöhen nnd den entsprechenden Dehnongsahscissen folgt 

hUl'. — l'x — l. also £ -t'-?li^ — 9s 

Dem rechteckigen Steg entsprechen die Dehnnngsfifichen 0^|^i=Z^ = ] 

bezw. fi.) ?>2 = D= 640 and dem Flansch die trapezförmige Fl&che e^OiC^di^ 

Ans der Gleichheit der FlSchen beiderseits der ^-Achse folgt 

FL eiaiCi<?i = Z2 = I> — Zi=640— 120=520. 

Die Breite der Fl. e^a^Cidi ist oben zu e^ — e' = 9,8 ermittelt; ihre mitÜ^^^er» 

y 520 

Höhe ntr'" (siehe Figur) ist daher w.<r"' = — =^ = ^ = 53»t. Nach 

53 
Figur ist «T"' = 16,«»t, folglich « = — — = 3,s. Die Breite b^ des Steges ist 

l0,2 

mithin ?>.= — = -^— = 1 5,o cm . Nach der Figur ist femer u = 42^ ■»—and 
' n 3,8 ° 

zufolge Gl. 8 S. 202 

b) Analytigche LISsbii^: Nach GL 24 wird mit m=2 und 

^ = ^ = 78=-^' ^^ = 2T2;i = ^'^*^- 

Diese Werte und aus den Daten der Aufgabe 6 = 50 cm ä^ = -^ in GL ^2b 

o 

eingesetzt, erhält man ij = 13,6«". Nach GL 25 wird 

M=£f = ^ {m b, (h -e,r+b ^,' - (6 - 6.) (e, - Ä,)»} , 

= -^^ |2 • 13,6 • 0,6s' 4- 50 • 0,46« — 36,« • 0,»»} = <r, 6,' A*- 

und daraus Ä = r |/^^ = 400 Y^-|L_ = 73«. 

Mit «T,=^21at wird /t = 67,5 cm wie unter a. 

Die Schubspannung in der neutralen Schicht unmittelbar neben d^^ 

Endstötren ist .„= «-^^ =^^ü|l^= 6000- 54^ = 6.»" »^ 

t/i -t/r 2 ■ 0| • 6,8 Ä'* • Cj 2 • 0,t • 67,5 

die Stoffanstrengung 5 = 6,3 + -7- = 7,9 »t. 



n) Biegnn^sspannangen in stabförmigen VerbnndkSrpern. 

Unter einem stabförmigen Verbundkörper wollen wir hier einen 
aus stofflich verschiedenen, prismatischen Längsteilen zusammen- 
gesetzten Stab verstehen, dessen Teile unverscbiebbar, d. h. so mit- 
einander verbunden sind, dafs sie bei eintretender Biegung in Aea 
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f^esseitigen Berülirungsflächen gleicbe Dehnungen erfahren. Die 
ioordiiii&g der verb^ndeoen Teile im Stabquerschnitt soll, wie diefiar 
salbst, hier symmetrisch zur Kraftobene vorausgesetzt werden. 

Derartige Verbundbalken kommen mit Vorteil da zur An- 

^öDdung, wo ein dem Angriff* eineg Biegungsmomentes aus gesetzter 

Homogeubalken (Balken auä einerlei Stoff) die dabei auftretendes 

Zugspannungen mit erheblich geringerer Sicherheit aafiunehmen 

fernlag, als die Druckspannungen, 30 dais der Bruch desselben 

dorcb Zerreifsen an der konvei gekrümmten Seite erfolgen würde. 

In Betracht kommen hier hauptsächlich Balken oder Platten aus 

Beton oder M5rtel, in welche im Bereich der auftretenden gröfsteo 

ZagBpannungen Einlagen ans Stabeisen Yon meist rundem oder 

^uadratischemt zuweilen auch rechteckigem Querschnitt eingebettet 

*^erden, um die Zugspannungen im Einhöllungsstoff in gewünschtem 

^^afse in vermindern oder ganz zu ersetzen. 

Wir wollen die in folgendem abzuleitenden Regeln auf Stäbö 
Von rechteckigen oder aus Rechtecken zusammengesetzten Quer- 
schnitten beschränken und wieder die Annahme machen, dafs ein 
Vor der Biegung ebener Stabquerschnitt auch nach derselben noch 
^l^et] sei. Dann sind die Dehnungen in den einzelnen Funkten im 
StÄbqnerschnittes, einerlei welchem der verbundenen Teile sie an- 
geh^Jren, Terhältnisgleich ihrem Abstände von der Nullinie* 

Der umhüllende Körper möge in folgendem kurz die ^Um- 
^<illang" und der eingebettete die „Einlage" genannt werden. 
I>er Querschnitt der Einlage soll in seiner Htihenerstreckung aeok- 
i"echt zur Biegungsachse im Vergleich zu den Abmessungen der 

Fig. IG3. 



r 



1 



H^ 



f!- 




^'^^K 



vöjliflUmig als sehr klein vorausgesetzt werden, so dafs die Span- 
""'^gen a, der Einla^^e als über deren QaetscUmtl F, %V«vt\smMa,\% 
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Terteilt gelten können und die ?on ihr im Gleichgewicht der in 
und änfsem Kräfte zu leistende Spannkraft gleich F^-ö^ ge 
werden kann (vergl. Fig. 163). 

Die Nallgleichheit der Summe der Kräfte in der Bichto 
der Stabachse f&hrt dann zu der Gleichung 

1) \w'0'di/ + arFe= \w'ö'dy 
und die Momentengleichung in Bezug auf die Bi^ungsachse laut- 

2) M=\tV'dy'P'0 + arFe'yt+ yw-dj/yö. 

Wir setzen nun zunächst sowohl den Querschnitt des ganzi 
Yerbundstabes, als den der Einlage als einfache Rechtecke mit d- 
gemeinsamen Breite b voraus und bezeichnen die Höhe, bezw. Star' 
der Einlage mit s, so dafs tv = b und F^^h-s wird. Dann fol 

3) ]ö'd7/ + Or8=^ \ö'dy und 

4) Jf=ft \^\o'y'di/ + Oe'8'y,+ \ö'y'dyj. 
Ist €q wieder die Dehnung im Abstände 1 yon der Biegung 

achse, also i/ = — und ^y= — ; ferner c^ und e^ die Bairx '^- 

dehnungen, so nehmen, wenn man diese Werte einsetzt» die GL* 3 
und 4 die Form an 

5) \a-d€ + öt'8-€Q= \ö'd€ und 

Unter s-Cq haben wir die auf den Mafsstab der Dehnungen^^^ 
reduzierte Stärke der Einlage und unter 7/^-^0 ^^^ Dehnung der- ^^^ 
selben zu verstehen (vergl. Fig. 164). Bezeichnet man erstere mit -^^ 
d und letztere mit e^j so gehen Gl. 5 u. 6 über in 



^^- 



,"»^1 /'fii 



7) \0'd€+ö^'d=: ^O'de und 

e V 

8) M=—^\\0'€'d€+0rÖ'€,+ \0.c-d€ . 

In Fig. 164 stellt &1O&2 die Dehnungslinie der ünriitUtang, 
Oe diejenige der Einlage dar. Duxäi QX^^^^aek^^ X ist wiete dl» 
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Lage der Biegongsachse im Querschnitt bestimmt Die beiden 
Int^alwerte der Gl. 7 drücken die Dehnongsfläche der ümhflllang 
und das Produkt (T«*d die der Einlage aus. Stellt man ersten 
beiderseits der ^-Achse wieder durch die sog. Z- und 2>-Lime 

dar, deren Ordinaten Z=^\ö'de und D=\o-d£ sind und be- 
zeichnet a«-d mit Z«, so wird nach Gl. 7 

9) Z+Ze = D. 

In Gl. 9 kann man zwei der drei Gröfsen frei wählen und 
nur die dritte mufs dann einen bestimmten Wert erhalten. Verlangt 
man z. B., dafs die Bandspannungen ö^ und ö^, bezw. die Band- 
dehnungen e^ und ^2 gegebene Werte annehmen, so sind damit 
Z und D festgelegt und Z« mufs nun gleichfalls einen bestimmten 
Wert erhalten. Man erhält Z«, indem man durch /2 (Fig. 164) 
eine Parallele zur O^k zieht, in der Strecke /i/e = t2'- Mit Z« ist 
auch der erforderliche Querschnitt der Einlage bestimmt Nach 
GL 9 wird nämlich 

10) Ze = o^'ö=^D-- Z und daraus 

Nun ist aber « = — und zufolge der Beziehung 

fo = — = — = -^-7 — - auch Ä = — ; — ; daher 
"^ ei €2 h €i+ €2 

12) Fe = b'8 = b'h' ^~,^, . 

Der Elammerwert der Gl. 8 stellt wieder das statische Moment 
der Dehnungsflächen der Umhüllung und der Einlage in Bezug auf 
die <7-Achse dar, das man mit Hülfe der Seillinie ^2^2^« (^S* 1&^) 
von der Pol weite H zu Hu erhält In dem Abschnitt ^2^0 welchen 
die dem Polstrahl O^i parallelen äufsern Seilseiten ^2^2 ^^^ ^eh 
auf der <T-Achse abschneiden, entsprechen die Strecken ti^ und i/2 
den Zug- und Druckkräften der Umhüllung, t/« der Zugkraft der 

Einlage. Mit €q=^ ^ , ^ wird daher nach Gl. 8 
h 

13) M = -±^Hu. 
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Die Gleichangen 12 n. 13 kennen nun nach Belieben zur Be* 
rechnung der Quersehnittsabroessungen F., f* oder h benutzt werden. 
Der Querschnitt der Einlage kann unbeschadet der Richtigkeit 
obiger Entwicklung in beliebiger Weise kreisförmig, quadratisch 
oder rechteckig gestaltet werden, wenn nur die Voraussetzung erfüllt 
bleibt, dals die Abnaessung derselben normal zur Biegungsacbse 
rerhältnismärsig klein ist. Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so 
hat man die Veränderlichkeit der Spannungen e, im Querschnitt 
der Einlage zu berücksichtigen und au Stelle der Glieder Fr^r, in 
ÖL 1 und Fi*<Tt'^/, in Gl. 2 treten dann entsprechende Integral- 
werte, deren Entwicklung und graphische Bewertung keinerlei 
Sebwierigkeiten bieten, hier aber nicht weiter verfolgt werden soll, 
Verbundst^be» deren Querschnitte aus mehreren Rechtecken in 
symmetrischer Anordnung bestehen, lassen sich unter Berücksichti- 
gung des auf S* 205 gesagten in ähnlicher Weise behandeln. 

Das verschiedene elastische Verhalten des Eisens als Einlage 

und des Betons als ümbüllung bringt es mit sich» dafs, wenn der 

ßeton an der Zugseite bereits der Bruchgefahr nahe, das Eisen im 

Verhältnis zu seiner Festigkeit erst schwach gespannt ist Muls 

daher aus wirtschaftlichen Gründen auf eine tunlichste Ausnutzung 

der Festigkeit der Eiseneinlage Wert gelegt werden, so läfkt es 

sieh nicht umgeben, die Betonumhüllung soweit zu spannen, dafs 

mit ihrem Bruch im Bereich der Zugspannungen zu rechnen ist, 

^ür diesen in der Anwendung sehr häufig vorkommenden Fall ist 

untersuchen, ob nach Eintritt eines solchen Bruches die Trag- 

bicherheit des Yerbundstabes noch fortbesteht, beiw, welches Mals 

die Druckspannung cr^ des Betons oder die Zugspannung ü^ des 

Eisens erreichen. Die oben abgeleiteten Regeln lassen sieb auch 

[lierza ohne weiteres benutzen. 

Mit dem Verschwinden des Zugwiderstandes der Umhüllung 
kommen die denselben entsprechenden Glieder in GL 1 bis 13 2utn 
Fortfall* Der Zweig Oh^ der Dehnungslinie (Fig. 164) ist als mit 
der f-Achse zusammenfallend anzusehen, weil tr an der Zugseite 
durchweg Null ist Ebenso lUllt die Z-Linie mit der Basis Oik 
Eusammeu; nach Gl 9 mufs jetzt Zr=^D und nach GL 12 

! — T—r — ; sein. Die NuUinie erföbrt im allgemeinen eine 

gewisse Verschiebung im Querschnitt. 




i 
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Fig. 165. 



Um die gewünschte Ausnutzang der Eiseneinlage za erreiche 
ist dieselbe so anzuordnen, dafs die Spannungsordinate tr^ ihr 
Dehnnngslinie in Fig. 164 die entsprechende Länge erhält Die Seil 
linie nimmt jetzt den Verlauf s^O^s^ and der Abschnitt u^h^l 
der äafsern Seiten auf der «r-Achse besteht jetzt aus den Streck^^sn 
ii2 und Ue% der Druckkraft der Umhüllung und der Zugkraft d^^^r 
Einlage entsprechend. 

Im übrigen bleibt das Verfahren Yöllig ungeändert Die Bitn^^ j, 
dehnung e^ der Umhüllung behält in Gl. 13 die gleiche Bedeutu^^g 
wie bisher. 

Scheidet damit die 
Zugspannung überhaupt 
als sicherer Summand aus 
dem Gleichgewicht der 
äufsern und Innern Kräfte 
aus, so empfiehlt es sich 
meist auch nicht mehr, 
den Stabquerschnitt voll 
rechteckig zu gestalten. 
Die nun zum grofsen Teil 
als unwirksam anzusehen- 
den Stoffmengen an der Zugseite der Biegungsachse können bis an-^ 
einen zur Aufnahme der Eiseneinlage und Leistung des Schubwider 
Standes erforderlichen Steg erspart werden. Vergl. Fig. 165. 




ti 



■bJ 



Analytisches Nähemn^verfahren. 

Um zu einem für die Anwendung bequemen und vielfeush hin- 
reichend genauen AnnSherungsverfahren zu gelangen, führen wir 
wieder für die Gebiete der Zug- und Druckspannungen der Um- 
hüllung verschiedene Elastizitätszahlen E^ und E^ ein, bezeichnen die 

Et E 

Elastizitätszahl der Einlage mit Et und benennen -=f- mit m und -=^ 

J&i El 

mit r. Damit lassen sich die Bandspannung ^3 und die Spannung a^ 
der Einlage wie folgt durch die Bandspannung a^ ausdrücken: Die 

Banddehnung £} an der Zugseite ist £^ = ^, daher diejenige an 



der Druckseite ea = ~^-e, = ^^ and an der Stelle der Einlas» 
'"i "1 -El 

,= ifl.£=^A, Somit ist 

14a) ^,^tviv = ^,£i.Jl=^^,.^. 

Dia Spannaog <j der Umhüllung in beliebigem Abstände yoü 
der Biegungsacfase ist an der Zugseite <t — -^ and an der Druck- 

aeite a— -^ — m — y. Vergleiche Fig* 166, Damit nehmen die 

Jleiehungen'l und 2 S. 214 die Form an 



Iß) 
16) 



yw^y^dy-k^ Ff*r*yt^'=\ui*w* i/ * tlt^ und 

tu fc^O 



j/=^ 



^tü^y 



^ • dy + j; • r ■ ^,^ + ^ nt - w*yH 



y} 



In den Gl. 15 und lö erscheinen die Qaeraehnittsbreiten w auf 
<ier Druckseite mit w, und die Querschnittsfläche K der Einlage 



^Tait r multipliziert. Denken 
"^ir uns diese Flachenände- 
^ung wirklich ausgeführt, 
Bo drückt Gl. 15 aus, dafs 
^ie Biegungsachse mit der 

Schwerpunktsachse des 
solchermafsen reduzierten 
Querschnitts zusammenfallt, 
fid der Klammerwert der 
IL 16 stellt da? Trägheits- 
Doment J^ desselben dar. 



Fig, IßB. 



üs 



ml} 







^; 






"C ^— >- ~~^ 



? 



För das einfache Rechteck ist der reduzierte Querschnitt in 
Fig. 166 in punktierten Linien angedeutet. Sowohl a^s dieser Figur 
wie dnrch Integration der GL 15 und 16 mit w^ b (konstant) 
erhält man 



b^ 



■=f(¥' 



^F,-vy,== 



in h f'q^ 



2 



und 



+ j;'r.v,« + 



mbe^ 



-v-.^ 



a,W,. 
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\ 



Ersetzt man in Gl. 18 — gemäfs Gl. 14 il 14 a einmal dm 



me^ 



and ein anderes mal durch — — , so folgt 



ry« 



18a) M=a2'^ = a^'Wo und 18b) M^-^Jr^ 
^ me2 r-ye 



«ö-,. 



Sind <7] und a^ oder ihr Verhältnis —, das wir mit a bezeiduL^Ben 



wollen, vorgeschrieben, so wird nach Gl. 14 



und daraus e^ = 



mh 



, (»2 = ^ — ^1 = 



Aa 



• m — =m «= 

Ist femer, wie 



ID 



der Anwendung üblich, für die Entfernung der Einlage von der 

nächsten Aufsenkante der Umhüllung ein der QuerschnittshOh^^e h 
verhältnisgleiches Mafs ß-h festgesetzt, so ergibt sich 

inh '^ • ^ ^ m"'ß{m'\' — g) 
m + a 



^i=ye+ßhj also y,= e^ — ßh== 



m+a 



'ßh^h- 



Die obigen Werte far e^, €2 und y« in die Gl. 17 u. 18 
gesetzt, folgt 

1Q^ bhm gg-w 

^ ^ 2r(w + a)*w-)S(TO + a)* 

20) J!f=lF,(J,= 3|^^{m2 + |(a2-m)[in-)S(m+a^ 



ejn- 



Mit wi = 1 und a = 1 wird 

JF; == und 3/ = -7r<ri , wie zu 
o 

erwarten. 

Für den T-Querschnitt wollen 
wir die den Gleichungen 19 u. 20 
entsprechenden Gleichungen dem 
reduzierten Querschnitt Fig. 167 
entnehmen: In Bezug auf die 
Schwerpunktsachse nn, die zu- 
gleich Biegungsachse ist, erhält 
man die Momentengleichung 



Fig. 167. 



tJ — * 



6 






t 









y^ 



zd- 



rij 



21) ^ + rj;.y. = m6A, (h-e,--^ +md,(A-«i-Ä,)*. 
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Das Spannungsmoment wird 



'hr 



ti/=«,-'=^ 



Jr 






m(b-by) 



(f^-^'i'fhß 



Beide Gleichungen unterächeiden sieb von den GL 22a u, 23 a 
S.209 nur durcli den Hinzatriit des der Einlage entsprecheaden 

— = ot» alse 



Setzen wir meder wie oben — = m - — 



Gliedes* 
''s ^= —-TT und j/, = A 



( — ^(«i + a) 



j^ „„_ c'. ; sind ferner ^, /?, m und ^r^ 

m + h ^ m-\- GL 

%r den Torliegenden Stoff bekannt und ist aneh das AngriHämoment 

JaT der äufseren Kräfte in bekannter Weise ermittelt, so kann man 

^on den 5 Querschnittsgröfsen l>, h, b^. h^ und F^ drei, etwa h, b^ 

iLAd hj frei wählen und die beiden andern, etwa h nnd T^^ aas den 

Sl. 21 11. 22 berechnen. 

L^fst man nun wieder in Bücksicht auf die Unsicherheit des 
Z^ag Widerstandes der Ümhüllnng diesen für das Gleichgewicht zwischen 
d^n äufseren und inneren Kräften aufser acht, so kommen die dem- 
selben entsprechenden Glieder in Gl. 15—22 in Fortfall Setzt man 

w^eti;«rhin jetzt r : in = -^: -^ = i^^ = ^^j und vertauscht gemäfs^ 

so gehen die GL 15 n. 16 über in 



Ql, 14 ^ mit 



m^e^ 



^^3) 



Fg^ Ti *pt = yw-päy und 



^*"oraüs für den rechteckigen Querschnitt folgt 

2 



25) 

2i;> 






In Oleiebung 25 und 26 ist der Querschnitt der Einlage mit 
«ötti Verhältnis ~ = r^ multipliziert und dadurch gleichsam mit 

A - 

^®*' Umhüllung auf die gleiche Elastizitätszabl E^ reduziert (vergL 
'E- 1 65). Die Biegungsachse ist zugleich wieder Scbwerpunktsachse 
^ So reduzierten Querschnitts und die GL 25, sowie der Wert J^ 
™®^ia »ich unmittelbar aus der Figur entnehmen. 
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Sind ^2 ™<1 ^«9 o^l®!' ^^ Verhältnis -^«a^ Torgeschriel^eo, 

<7 p ,V <fj 

80 wird — = -^-^ = ^.ri=ai und wenn der Abstand ^3er 

Einlage von der Aufsenkante wieder gleich ß-h angenommen wxjd, 
t/e = Ä — /SA — €»2 = ^(1-— /8) — «2 ^od 



A(l-^)-.2 ^«l 

^2 ^ ri 



t woraus folgt 



2„ ..„_*n(^ ™a 28) ..y,-'J<l^. 

ri -f- «1 r^ + ai 

Mit diesen Werten für ^2 ud<1 ^« ergibt sich ans 61. 25 

29) JF,^^.^.(±Z^ and ans Gl. 26 

30) jw = o,.^^il^.(3a. + 2r.). 

Für den T- Querschnitt erhält man unter Beachtung der 61. 21 ^^ 

Gleichung 31 und der Ausdruck för Jr in Gl. 32 lassen si^^<^° 
wieder unmittelbar aus dem. reduzierten Querschnitt Fig. 167 ^^^' 
nehmen, wenn man den Teil des Steges unterhalb der Biegungsac^^'^^® 
fortläfst 

Mit Hilfe der Gl. 27 u. 28 und 31 u. 32 läfst sich die :^3e- 
rechnung der Querschnittsabmessungen in bekannter Weise ausfah.'*^ ^"* 
Eine Einführung der allgemeinen Ausdrücke fQr e^ und y^ ^° 
Gl. 31 u. 32 führt zu umständlichen Ausdrücken und mag d^'Ä-^^'' 
hier unterbleiben. 

Anwendungen. 

Beispiel 1: Ein Eisen-Betonbalken von rechteckigem Qaerschnitt, 5C^ ^^ 
Breite und 200cm Stützweite hat eine verteilte Belastung |> = 30^« f. d. lfd. ^^ 
zu tragen, wobei die Zugspannung a^ des Betons 18*t, die Dmckspaimaiig ^^ 
desselben 45 *t betragen soll. Die Elseneinlage soll um ;5ä=0,i-ä von a^*'' 
2ugkante des Betons abstehen. Welche Höhe h mufs der Balken •rhalte^'^ 
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/ 

■ i) Gnpkisehe Ldraig: Stellt man wieder die Dehnungen im Mafsstabo 
m O^oMislss, die Spammngen des Betons in 2«t^] pm, diejenigen der Eisen- 

■ «inlage 10»t=iiiuii und endlich die Z- nnd D-Ordmaten in 20 Einheiten 
w s=imn dar, wie in Fig. 164 ann&hemd maTsstablich geschehen, und zeichnet 
I <Üe Seillinie mit einer Polweite lf=500, so erhält man folgendes: 

! Den Spannnngsordinaten tr^ nnd «r^ entsprechen Dehnangsabscissen ei = 22 

Qnd «,=:27»», also c, + £^ = 49. Femer wird e^ = Si — /5 • t^i 4- e^) 

^=22 — 0,1 • 49 = 17,1 m und demnach <r«= 342 »t. Ans der Zeichnnng erhält 

mma J> = 640, ir-^280, also ^, = D~^=360. Femer wird der Ab- 

^hnitt Ä^Ä, = ti = 48»m. Nach GL 13 ist 

^—- = - — ; — rr- Und daHius 

8 (£x + *.i)' 



^Äoli Gleichung 12 wird ferner 

' <r.-(e, + .j) 842.49 

^*^ Siegungsachse liegt im Abstände e^ = — -j- — ä = ^ . 18,7 = 8,35 cm von 
**^*" Aulsenkante der Zugseite. 

h) Aialytisehe LSsimg: Nimmt man für die vorliegenden Stoffe ' 
^ ^=== ^ = 2 und r = ^=25, so wird mit >S = 0,i und a = ?^=l|=2,» 

« UL 1» '«— 2 . 25 • (2 + 2,.) 2 - 0,1 (2 + 2,5) ''" "• 

Nach Ol. 20 wird 

^ü^ F^= Ijjt . 18,6 = 22,5 ca*. Die Biegungsachse ergibt sich im Abstände 

_ wÄ 2-18,6 



m + a 4,5 



:8,J5Cm. 



Beispiel 2: Bei Berechnung des in Beispiel 1 bezeichneten Balkens soll 

»•i gleichbleibender Druckspannung a^ = 45 »* der Zugwiderstand des Betons 

^iiberQcknchtigt bleiben und die Eiseneinlage so angeordnet werden, dafs ihre 

Spaiiiiimg <i^=750»t und ihr Abstand von der Aufsenkante der Zugseit<.' 

gleich ß*h=iOji'h wird. Nach der nahezu mafsstäblich gezeichneten Fig. ir>4 

*^^*pricht diesem Spannungswert eine Dehnung e^ = 37,5 mm^ wodurch die ver- 

^^iam&fsige Lage der Eiseneinlage im Querschnitt bestimmt ist Aus dem 

^*^«ck ergibt sich mit i/=500kg i/ = /i,/i;=70. Für £,+£., erhält man 

gj + gg __ 27 4- 37,5 __ ^ 

1-^ 1-0,1 
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Damit wird 

,^ 30- 200» 6Ä2 „ 50. Ä«. 500. 70 , ^ «^ 
3f=— 3- = ^^-p^.i/.. = ^, und Ä = 20,a« 

c 45 

Die Biegangsachse liegt im Abstände fi= — -r^ — ä = =^.20,« = 1 -^^ 



von der konvexen Aufsenkante. Die Näherangsgleichnng 30 ergibt mit 

*• 25 ,^ , <r, 750 ,^ 

r, = - = _ = 12,5 und «, = ^ = — =16,T 

^ 30-200» 45 -50.;i' (1 -0,i) (3» 16,7 + 2- 12,5) .. , .^ 

M=-^- = ^ (12,5 + 16,7)» '^ ^°<i<iaraus^=22,«. 

n nach 61. S 

■ = 13,8 cm». 



Für den Querschnitt der Einlage erhält man nach 61. 29 
p_ 50. 22,5 12,5(1-0,1) 
' 2 '16,7.(12,5 + 16,7)' 



Beispiel 3: Ein Eisen-Betonbalken von T-formigem Querschnitt (Flg. ^ ^^^) 
und 400 cm Stützweite hat f. d. lfd. cm eine Last |) = 30 kg >iu tragen. Ü^« 
Randspannung des Betons soll <Ti = 18»*, Ö2 = 45*t betragen. Die Dick^ ^i 
des Steges werde zu 10 c"», die Breite des Flansches b zu 50 cm* und die Ä^^^® 
desselben ^ = 0,95 h angenommen. Die Höhe h des Balkens und der Qr«^ '^^' 
schnitt der Eiseneinlage sollen ermittelt werden. 

Nachdem sich in Beispiel 1 u. 2 hinreichende Übereinstimmung zwis<?K'^®° 
dem analytischen Annäherungsverfahren und der genauen graphischen Metli.^c=><)^ 
ergeben hat, soll bei vorliegendem Beispiel nur ersteres angewandt werdeiK^ • 

Mit m = 2, /5 = 0,iÄ, r = 25 und a = ^ = i| = 2,5 wird 

»M 2 

h = -T— h = 0,45 h und ye= ^i — Ö,i h = 0,3» ^. 



M + et 4,5 

Damit erhält man Gl. 21 F^= 1,2 Ä und nach Gl. 22 wird 
3f = —^— = i^-^ |lO . 0,45*^ + 3 . 25 . 1,1 . 0,3 

o o . U,45 L 

und daraus /i = 41,6 cm Fe= 1,2 . 41,6 = 50«™». 

Ohne Rücksicht auf den Zugwiderstand des Betons wird nach GL 27, 28 u. - ^^ 

750 
mit <Te=750*t, ri = 12,5 und Oi=-j^=16,7 

, 12,5-0,9 ^ , . 16,7.09 n 1 J 

''^-Vljki^. b' • I (^'-^ - ^'-'^) + '' ^'^"^'7'^"'^' ] =0,50Ä. 
Damit erhält man nach Gl. 32 

>/=?5j|^ = _i^|3. 12,5. 0,5. 0,5i» + 50.0,3M»~40.0,m»J==45. 6,1^^^^ / 
woraus /i = 45cm und Fg = 0,5o. 45 = 22^«»». 
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Die Schnbspannang Tq in der neatralen Schicht dicht neben den Endstützen wird 



&1 • J^ 61 • 6,6 • h'^ ' 0,385 h 

^0,..-6000^^ ^^ 
4b 



^ 0,51 Ä • 0,50Ä- 12,5 0,IS8-Q 

~"^' 10. 6,6. 0,886 Ä» "" h 

Fig. 168. 



$e^ 



■y^T^ 



I QDd daraas die Stof&nstrengung 

[ ^=r I G,7 . 1,a5 = 21 at. Letztere tritt 

I als Znganstrengong nnter 45° gegen 

die neutrale Schicht nach der Träger- 

niitte zu abwärts geneigt auf. Um 

sie zu yermindem, empfiehlt es sich, 

aach in der bezeichneten Richtung einige Eisen einzulegen, wie in Fig. 168 

ang-edeutet Die rechtwinklig dazu wirkende Druckanstrengung von gleicher 

Gröfse ist ungefährlich. 

V. Normal-, Biegungs- und Schubspannungen durch 
beliebige Kräfte in einer Ebene mit der Stabachse. 

A) Spannangen durch beliebige Kräfte in einer Symmetrieebene 

des Stabes. 
Der Stab ABGD (Fig. 169) befinde sich unter der Wirkung 
der ihn angreifenden äufseren Kräfte im Gleichgewicht und die Mittel- 

Fig. 169. 




I +y 



--?. 


5^- 


k. 


V\ 




*\ 



kr ' 

^^*t R der Kräfte linksseits einer Schnittebene tt schliefse mit der 

^bachse den Winkel 9? ein. Der Stabquerschnitt sei von beliebiger 



^•c^, BttUmUlAre, 



\^ 
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KonH» ;UMr ^^rnmiitrocfa zur Eraftebene bezw. Eraftlidie. (Verg 

üul^gm wir die Kraft R in ihrem Schnittpunkte a mit de 
$Wb%dM ift swtt Seitenkräfte N normal und Q parallel zur Schnitt 
^»b«M tts so ist 
l) A'«»i?-cos95 und ^ = i2-8in tp. 

Vi» Kraft A' in der Stabachse wirkend, erzeugt im Querschnil 
<ii# übtnU gleiche Normalspannung 

^y o = ^ = ^:|i£ (yergL GL 1 S. 49). 

w4v1m poditiT oder negativ, d. h. eine Zug- oder Druckspannua 
iii j^ iMM^em — 900<:9?<: + 900 oder 90^<:(p<:270^ is 
l>itl KnA (^ erzeugt im Querschnitt tt Biegungs- und Schub 
«lAMUBgeA^ Erstere verteilen sich, wenn das Material des Stabe 
\ktt Uook^^ben Gesetze folgt, wie hier angenommen werden m5g< 
u^ baeMTWi Gesetze Aber den Querschnitt, d. h. sie wachsen yet 
lilttttiagt^ti mit dem Abstände z yon der Biegungsachse, sie erftUle 
b^ktoridita derselben je einen Spannungskeil ocidi und oc2d 
Vilt lt>y, (Vergl. S. 81 Fig. 74.) 

l>i^ dem Biegungsmoment M=Q'X entsprechenden gröfste 
HiyiMiii)Naiuungen er/ und Ö2 sind nach Gl. 3 u. 3 a S. 84 

uiHk 44^ i^>annung o^ an beliebiger Stelle im Abstände 2 von de 

, Z (T2'2 Q-cT-r M'2 

^1 ^2 J J 

^iv^^i wir den Stab auf ein dreiachsig rechtwinklige 
VVv4^iU^M^i^viit dessen A'- Achse mit der Stabachse und desse 
^*^ Vv^ ^ ^^^ Kraftlinie zusammenfällt und setzen dabei di 
)^Si4iixv Ku^Mw«K der Z- Achse nach der (konvex gekrümmter 
"in^H^iy ^^^krt voraus, so stimmt das Vorzeichen von ir, mit dem 
iwüll^ ^^ ^ ftbi^reln. 

V\>^ ^w iju^rochnitt infolge der Querkraft Q = i2.sina aui 
UyV^v^VM S\'hu)^pAnnungen lassen sich nach den Darlegunge 
Hi Vi*^ k?*\> Iv^wrtollen und sollen daher hier nicht weiter unter 
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ÄQ3 dem ZQsammenwirken der Mr alle QuerschnittspnnMe 

N 
gleichen reinen Normalspannung -= (GL 2) and der reinen Biegangs- 

spanimngen (GL 3) erhalten wir nach dem Grundsätze von der 

STunmitrung der Wirkungen flir einen Qnerschnittspnnkt im Ab- 
stände z Ton der ?/- Achse {Schwerpunktsachse des Querschnittes) 

im Qesamtspannung 

3" . Q'Xz 



4« 



G = -p + 



J 



Nimmt man die Zerlegung der Kraft 7? im Schnittpunkte h 
öiit der Querschnittsebene tt vor, so ergibt sich aus der Figur 
.r = _i!L^ und daher 

Qsing? 
* -^ = i? 



tg^ 



4 a) 



^ E*cos<p*Zn — N*Zt^ und damit nach GL 4 



Das Biegungsmoment M=Q..v erscheint in GL 4 a dorch dl© 
^ornaalkrafl N ausgedrückt, deren Angriff im Abstände r„ vom 
Queraebnittsschwerpnnkte S (also ßx^entrisch) erfolgt. 

Für die entstehenden Spannungen a ht es nun ersichtlich, einerlei 
^^ das ßiegungsmoment durch die Kraft Q rechtwinklig zur Stab- 
^<^liae mit dem Hebelsarm j?, oder durch die Kraft N parallel der- 
^ölben mit dem Hebelsarm ^„ oder durch irgend ein Kräftepaar 
^^tsteht; mafsgebend ist allein seine Gröfse M und sein Drehnngssinn. 

Denken wir uns z, B, irgend eine Normatkraft X zunächst in 
^ö** Stabachse, also normal zum Querschnitt im Scliwerponkt S 
^^^ selben wirkend, so erzeugt sie ausschieislich die Normal- 

l^^nnung -^ . Verschiebt man sie um ein Mafs r„ parallel zu ihrer 

Jk 

"^*Äfangslage im Sinne der Figur nach unten oder oben, so entspricht 

^^-^ (Keck, Mechanik I, 3. Aufl. S, 135) der Hinzufiagiing eines 

^^^sitiven oder negativen Momentes M = N*Zn. Die durch die 

Xm ^ 

*"^pfllngUcb ^entrische Normalkrafl N erzeugten Spannungen -^ 



dieren sich zu den durch das Moment M hervorgerufenen 
^*xd wir erhalten allgemein 

^ IJ) ^ = -^ + 



I 



F 



W 
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Je nach dem Vorzeichen von X, M und z fallen die beidra 
Glieder der GL 4 b positiv oder negativ« gleichsinnig oder ongleicii- 
sinnig ans. Ist, wie in der Figur angenommen, N positiv« d. b. eine 
Zugkraft, und Zn gleichfalls positiv, also auch M positiv, so sind fBr 
positive z beide Glieder der Gl. 5 positiv, für negative z dagegen das 
zweite negativ, d. h. im absoluten Sinne findet auf der Zugseite der 
Biegungsachse eine Addition und auf der Druckseite eine Subtraktion 
der Normal- und Biegungsspannungen statt Mit N als Druckkraft 
würde das Verhältnis sich gerade umgekehrt gestalten. Immer aber 
findet nach Gl. 4 a , wenn Normal- und Biegungsspannungen ausschliels- 
lich von einer positiven oder negativen Normalkraft N erzeugt werden, 
absolut genommen auf derjenigen Seite der Schwerpunktsachse des 
Querschnittes, auf welcher .Y angreift, eine Addition und auf der 
entgegengesetzten Seite eine Subtraktion der Spannungen statt 

Setzen wir in Gl. 4 a u. 4 b einmal z^e^ und ein anderes Hai 
-? = — <'2 » 80 erhalten wir die ßandspannungen 

... A^ N'Zn N M 



Sieht man die nach 61. 4 für die einzelnen Querschniltspunkt^ 
ausgerechneten Spannungen als Ordinaten senkrecht zur Querschnitt^" 
ebene an, so erscheint die Gleichung selbst als Gleichung einer Eben ^ 
parallel der F- Achse, der sog. ^Spannungsebene''. Querschnitts^ 
punkte von gleichem z, also auf einer Parallelen zur F-Achs^ 
liegend, weisen gleiche Spannungen a auf. In der Schnittlinie de: ' 
Spannungs- und Querschnittsebene sind die Spannungen gleich Null - 
sie ist die SpannungsnuUinie. Die Gleichung derselben erhält ma^ 
aus Gl. 4 a mit a = zu 

r 'Zn -n 

worin a die grofse Halbachse der Zentralellipse des Querschnitten 
bezeichnet (Vergl. S. 34.) Die Nullinie geht also in dem hie^ 
vorausgesetzten Angriff der äafsern Kräfte im allgemeinen nich ^ 
durch den Qaerschnittsschwerpunkt verläuft vielmehr im Abstände z^o 
parallel zur F- Achse (Schwerpunktsachse). Dieser Abstand läfst sich 
auch leicht geometrisch konstruieren, indem man (Fig. 169) Sg==a 
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TOacbt, /; mit b, üem Schnittpunkte der Kraftrichtung mit der Quer- 
seh iiittsebene verbiDdet, und pti senkrecht pb zieht Diese Kon- 
struktion wie Gleichung 7 lassen leicht erkennen, dafe die NuUinie 
71 n und der Eraftangriffspunkt b stets auf verschiedenen Seiten des 
^khwGrpunktes iS' liegen. 

Py Bei der vorausgesetzten Symmetrie des Stabquerschnittes in 
' "Bezug auf die Kraftebene wird dieee von der Spannungsebene senk- 
recht geschnitten, Gleichung 4 kann als Gleichung der Schnittlinie 
1*1^2 (Fig. Uid) und diese selbst als geometrischer Ausdruck der 

N 
Spannußgen <? angesehen werden» Zieht man im Abstände -^ TOn der 

Z- Achse m derselben eine Parallele, so stellt diese die in allen 

V 

I Querschnittspunkten gleiche Normalspannung ^ dar, während die aus 

^Bem Biegungsmomente N*:,, = Q*x — M sich ergebenden Spannungen 
^fttrch die Keilflichen lY^d^ und c^^^^f^* letztere negativ gedacht, 
ausgedrückt erscheinen. Die Addition der Normal- und Biegungs- 
spannungen auf der Seite des Kraftangriffspunktes 5 (in der Figur 
unterhalb der Stabachse) und die Subtraktion auf der Gegenseite 
führen zu den die Gesamtspannungen ausdrückenden Keilflachen 
ifj*:,/j und nc2^f2' Im allgemeinen erfüllen also auch in diesem 
Fälle die Gesamtspannungen zwei Spannungskeile mit entgegen- 
igesatztem Spannungssinn. Eine Betrachtang der Fig. 169,*; u* 169, ^ 
Ififat indes erkennen, dafs, je nachdem die aus der Biegungsspannung 
sich ergebende Eandspannung auf der Gegenseite des Kraftangriffs- 
punktes b (^fj'^^ wird, der Punkt n unterhalb oder oberhalb f^ 

li^t, oder mit diesem Punkte zusammenföllt, bezw. die Nullinie nn 
innerhalb oder aufserhalb des Querschnittes liegt oder denselben 
tangiert In letzterem Falle (Fig. 169,«) entsteht nur ein Spannungs- 
keil, alle Spannungen sind unter sich und mit der Normal kraft *V 
gleichsinnig. Dasselbe gilt, wenn die Nullinie aufserhalb des Quer^ 
Schnittes liegt; der SpannungskOrper erscheint aber dann als Differenz 
^weier Keile, als abgestumplter Keil (Fig. 109 J*}. 
^P Denkt man sich nun, um zu untersuchen, wie die Spannungs* 
^rerhaltnisse mit der Richtung der Mittelkraft R sieh ändern, diese 
um ihren Schnittpunkt a mit der Stabachse allmählich gedreht, 
90 dafs ihr Richtungswinkel q> stetig Ton bis 360^^ wächst, so 
bewegen sich die Punkte b und n auf der Z- Achse und zwar in 
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der poiitiyen RichtuDg deraelbea so, dafd wechselwek« h dtircb die 
ünendlichkfiit and gleichzeitig die NiiUinie diirch den Sehwerpuskt^ j 
des Querschnittes sich bewegt und amgekehrti weuu b durch deo 
Schwerpimkt Ä, die Nüllinie darch die Ünendltcbkeit geht; för 
r„— oo ist nach GL 7 ro = Ot ffir :, = ro=oo, I 

In der Grenzlage för (p = wird 

Der Kraftangriff erfolgt in Übereinstimmung mit dem unt^r I| 
S, 49 behandelten Falle zentrisch, d. h- im Schwerpunkte S dea Qaer* 
Schnittes; die Nüllinie rückt in unendliche Ferne, In Gleichimg 4 
verschwindet mit (^ — bezw, :„ = das dem Biegungsmomcntej 
j£=<2..r = iV-5„ entsprechende zweite Glied und GL 4 a geht ftberj 
in GL 1 S* 49; es entsteht nur Zugspannung. 

Mit ?»=90" oder ^270^ wird X=-0, Q=J/, :n^^i lo^M 
Der Kraftangriff geht über in dem unter IV bebandelten Fall« 
(Kräfte senkrecht zur Stabachse); die Nüllinie geht durch den 
Schwerpunkt S. In GL 4, 5 u. 6 verschwindet das erste der reisen 
Normalspannung entsprechende Glied; sie gehen über in GL 3 a3i] 

8, 84; es wird ffy = -^ , ^r^ = yj-. Im Querschnitt hemcht 

jetzt nur Biegungs- und Sehubspannung. 

Der Grenzfall 9? = 180^* unterscheidet sich von dem ^ = iHio 
dadurch, dals .V=-cos 180*^iZ= — i?, also eine Druckkraft wir^ 
und die jetit im Querschnitt herrschende reine Normalspaanad 
Druckspannung ist. 

Bei einer Drehung der Kraft E um ihren Schnittpunkt h iiii 
der Querschnittsebene wird für 9? ^90** oder 270*^ .Y^O un^ 
iTs^O* also auch J/^Q'^^^O. Es verschwinden beide Gliede 
der GL 4— 6, Der Kraftangriff geht Über in den unter II S. t>^ 
behandelten Fall reiner Schubspannung« 

Besondere Beachtung verdient der GrenzfalL wo die Null 
oben oder unten den Querschnitt berührt, r^ gleich e, oder glei«^ 
— 1 2 wird. Die dafür aus GL 7 sich ergebenden Werte für r« m 
man die Kern weiten d^ Querschnittes in Bezug auf die F»Ac 
wir wallen sie mit ki und fo bezeichnen. Man erhält 



I 



«) 

9) 



fr,. 






r=— = — und it* = 



and 



J «2 



und danns 
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^ F"^ F-k, F\ ki /■ 



and 



da i-|, K, H' und ir, absolut« GrOfsen sind, Vorzeichen anfser 
^bleiben. Mit den Werten für J/,., und J/g,^ aus Gl. i* nehmen 
jGL 5 und ö die Form an 

Die in GL 8 u. 9 bestimmten Kernweiten sind, wie ersichtUcb, 
vom Kraftangriff anabhangige reine QuerachnittsgrölseD. Aus Gl- 10 
ffkennen wir, dafs die Bandgpannung tr^ auf der Seite des Kraft- 

Iftiffes stöts gleichsinnig ist mit aX; Gleichung 11 zeigt, dafa die 
Innung ^^ aaf der entgegengesetzten Seite des Kraftangriffs nur 
ange gleichsinnig ist mit A', als -nSi'2- ^^^ ^^ diesem Grenz- 
Wirte ^2 ^<^^ 'n sind also die beideraeitigen Randsp&nnungen and 
folglich alle Spannungen <? im Querschnitt gleichiinnig mit A^ 
Tritt der Kraftangriffapnnkt b auf die andere Seite des Schwer- 
punktes 5, wird z^ negativ, so kehren sich die Torzeichen der 
zweiten Glieder in GL 10 u. 11 um und man erkennt leicht, dafa 
jetzt für z^^ki alle Spannungen ^ mit ^V gleichsinnig sind. Für alle 
Kraftangriffe, bei denen der Angriffspunkt b beiderseits des Schwer- 
J^nnktes S innerhalb der Kernweiten verbleibt, sind die Spannungen ü 
gleichsinnig mit A\ d. h. es erzeugt eine Druckkraft .V nur Druck-, 
^ine Zugkraft N nur Zugspannungen. Oberschreitet der Kraftangriffs- 
punkt b nach der einen oder anderen Seite die Kernweite, wird absolut 
genonimen .*,,:> A-ö oder -%,>'Ä:i, so treten entgegengesetzte Spannungen 
«in, deren Gebiete durch die Spannnngsnullinien getrennt werden, 
Ist der Querschnitt in Bezug auf die F- Achse symmetrisch, 
e2 , so wird auch k^ = k^ (GL 8) und es wird 






y*: 



_N(k±jA 



Fig. 170. 



Die in GL 10—12 berechneten Eand- 
Innungen lassen sich leicht auch wie folgt 
»metrisch konstruieren: 

Ist kl und Är2 ^^^^ ^^* ^ bekannt, so 
macht man (Fig. 170) Ski=lc^ und Sk^—k^, 
errichtet in S gegen die Kraftlinie ( F-Achse) 

N 
«in Lot 80 = ~^ zieht durch k^ u. O und k^ n. Oje eine Gerade, 
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welche ein in b gegen die Kraftlinie errichtetes Lot in h^ und h^ W*\, 
schneiden. Es ist dann bhi = <Tj und 6^2'*'^2- ^^ Beweis ergibt |^'^ 
sich aus der Ähnlichkeit der entstehenden Dreiecke. 

Für den rechteckigen Querschnitt wird nach GL 8 

A-j=^A-j = — = -^ und für den kreisförmigen 



rtC- 



k,=k,= 



U'b'h' 



Fig. 170 läfst die Veränderlichkeit der Randspannnngen Ci und a.^ mit i 
besonders übersichtlich erkennen. Solange r„ > Av, , d. h. der Punkt b unti 
A*2 liegt, ist der Richtungssinn von <r., gegen die Z- Achse entgegengeset^^^ 
demjenigen von «Tj . Bewegt sich b gegen den Schwerpunkt S , so tritt bei^^^ 
Oberschreiten des Punkts A*. c.^ auf die linke Seite der ^- Achse, geht durc-^=^ 
Null und ändert damit seinen Kichtungssinn. Fällt b mit S zusammen, <^^^ 
wird <r^=ff2i ^1^ Spannungen im Querschnitt werden einander gleich rar' ^ 
wenn b den Punkt A*, überschreitet, geht «r, durch Null, ändert seinen "^ 
Richtungssinn. 

Wesentlich anders gestalten sich die Gleichgewichtsyerhältniss^ ^^ 
zwischen den äufseren und inneren Kräften, wenn durch die Pestigkeits-^ ^' 
eigenschaften des Stoffes 

der Aasschlafs von Zagspannangen 
bedingt ist. In diesem Falle ist daher eine besondere üntersuchiin^^ S 
der Spannungsverhältnisse erforderlich. 

Das Gleichgewicht der Kräfte in der Richtung der Stabachs^ ^® 
bedingt allgemein, dafs die angreifende äufsere Normalkraft N ent^^^* 
gegengesetzt gleich sei der Mittelkraft der inneren Normalspannkraf^^^ 
S^rdF und mit dieser in eine gerade Linie falle. Im Falle dec^^ 
Fig. 109 bestehen die inneren Spannkräfte aus einem durch dei^ ''^ 

und einem durch den Keil nco^f2 ausgedrückten negativen Antei' -^^ 
Es mufs also sein X=Z—D und je nach ievc::^ 



n=\a'dF. 



A<0 ist Z$2>. Die Mittelkraft der Spannkräfte Z und D--. 
d. h. aller im Querschnitt auftretender Spannkräfte, muis wie Ar'^ 
durch den Punkt b gehen, den man daher den ^Spannungs-^ 
mittelpunkf" nennt. In allen Fällen nun, wo, wie oben ange^ 
nommen, der ergriffene Körper Spannkräfte Z und D verschiedeneti 



i 



'cbtungssiTines zu leisten vertoag, kann der Angriffspunkt der 

ittelkraft derselben, der SpannuDgamittelpunkt, aufserhalb des 

Qaerschnittes liegen, können die Spannkräfte Z und I) einer Normal - 

traft :s mit einem ideellen Angriffspunkte h aufserhalb des Quer- 

srehnittes das Gleichgewicht halten. 

Gewisse Stoffe, wie namentlich Mauerwerk, können einen unter 
^Uei) umständen sicheren Zagwiderstand nicht leisten und man 
**Ät daher, wenn ein sicheres Gleichgewicht zwischen den lufseren 
^id inneren Kräften verlangt wird, die Zugspannträfte aus der 
Rechnung auszuschalten. Dann versteht es sich zunächst von selbst, 
^^rs aüch die angreifende Normalkraft N nur eine Druckkraft sein 
^«^If, dafs in Fig, U>9 der Winkel a zwischen 90« und 270 '^ liegen 
^Ulä, Auch mufs die angreifende Normalkraft N jetzt entgegen- 
^^etzt gleich sein der widerstehenden Druckspannkraft 1> imd mit 
*^i* in einer Geraden liegen, bezw, durch denselben Querschnitts- 
t^Unkt h gehen. In Fig. 109 verschwindet der für eine Druckkraft N 
^^D Zugwiderstand darstellende Spannungskeil nc-itU und der jetzt 
"Verbleibende einzige Spannungskeil n^j//, ändert seine Form so, dafs 
^ein Schwerpunkt, durch den der Druckwiderstand Z> gerichtet ist, 
^uf die Richtung von K ailt, N durch den Schwerpunkt des 
Spannungskeiles geht. 

Die Nullinie, die mit dem Verschwinden des Zug Widerstandes 



Fig, 17 J. 



^itie gewisse Yer- 
^chiebung erfährt» 
trennt jetzt den 

Querschnitt in 
_doen wirksamen 
lü n/i und einen 
unwirksamen nf^ 
(Fig. 171), Auf 
ihre Bestimmung 
muTs daher der 
erste Schritt bei 
Beurteilung der 
entstehenden Span- 
fjungsverhältnisse gerichtet sein. 

Die Nullgleichheit der zum Querschnitt senkrechten KräR^, 
ler angreifenden Kraft *Y und der widerstehenden Normalspann- 
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kräfte führt zu der Gleichung .V=J*(il^-^ und mit <r=<T/— - 
wird 

13) 3r=:^Pl..* = Ä^, 

wenn man den Integralwert, der das statische Moment der wirksunef^ 
Fläche in Bezug auf die zu ermittelnde Nullinie darstellt, mit ^ 
bezeichnet. 

Ist femer ^^ der Abstand der Nullinie nn von dem bekannt^^ 
Spannungsmittelpunkte b, so bedingt das Drehungsgleichgewicht all^^^ 

Kräfte in Bezug auf nn die Momentengleichung A^->:« — Xa-dF^ '^ 

und, wenn man wieder <t=<7.' setzt, N>z^ -\dFy^^^ 

e e Jo 

Bezeichnet man den Integralwert, das Trägheitsmoment des wirk 
samen Querschnittes, in Bezug auf nn mit J und löst die Oleichn 
für c^ auf; so folgt unter Beachtung der Gl. 13 und der Fig. IT 

14) ,^ = ,_^ = ^, 

worin t den als bekannt anzusehenden Abstand des SpannungsmitteCT ^ 
Punktes b von der Qaerschnittsaufsenkante bezeichnet. 

Um mit Hilfe der Gl. 14 die Nullinie bezw. deren Abstand 
Yon der Querschnittsaufsenkante zu bestimmen, mufs man die Gröfse^ 
J und iS durch e ausdrücken, was indes analytisch nur bei einiget^ 
regelmäfsig geformten Querschnitten ohne weiteres möglieh is' ^ 
Ist nach Gl. 14 e und 8 bekannt, so erhält man nach Gl. 13 di0 
eintretende gröfste Spannung 

15) ^^'=^- 

Es möge nun für einige regelmäfsige Querschnittsformen di^ 
Nullinie und die eintretende gröfste Spannung <r/ ermittelt werden^ 

1. Das Rechteck. (Fig. 172.) 

Bei dem vorausgesetzten symmetrischen Kraftangriff ist auch 

der wirksame Teil desselben ein Bechteck von der Breite b und der 

zunächst unbekannten Höhe e ; die Nullinie ist senkrecht zur Kraft- 

be^ h-e^ J 2 

linie. Es wird J"= — , S= —^, also "o = o ^ ™d nach Gl. 14 




j5 + (-|.4.^ 
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Somit e = 3f S = 



^(30" i>''^- 



2 



2 

Fig, 172 



und nach 



Kl 



t '>6 



2a dem gleichen Ergebnis kommt man 
fn% »üch durch die folgeo4e rbei-ltgting j 
I« Xnltioie den wirksam eo Qtierschottt b«- 
t^ so milJ^ nach 8. 2S0 der KraftaogiifiiE* 

& In der Kern weite, d. i. -r- vom Schwer^ 
o 

!e deeielben liegen, ako -=- von der Quer- / ^ 

Iskaste abstehen, d. h. es muri stiu t = -^ 

«=3f • Ber SpanDungskeU hat also die Breite b, die Länge 3i und die 
^i'; »ein Inhalt, die Summe aller Druckgpannkräfte -^^ — ^i' mufa 

N jmd daher wie vor a-,' = -^ -,— sein, 

_ S bt 

^V 2. Die Parabel 

Wird der wirksame Teil der QaerschDittes von einer Parabel 
[n^t und ut F sein Fläcfaeninhalt, so findet man leicht 

Fig. 173. 

Ug 



;|-^-^= ^=§^-' 



Y«r und ^^y*?, 





<5 4' 'A 



a Der Halbkreis. 

Ist der Querschnitt des Stabes ein Kreis vom fiadlus r and 

rirksame Teil desselben ein Halbkreis, so ist 

JT Fr^ 4 r 

' — H=^— ; — und *^=--— 'J^ und es mufe sein 
4 d n 



^« = T^*'*^=0»59r und t^0,4ir. 

iD 
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Kreisabschnitte als wirksame Flächen lassen sich, wenn ilire 
Pfeilhöhe nur verhältnisnaäfsig klein ist, als Parabeln behandeln. — 

Für jede beliebigen Qaerschnittsformen symmetrisch zur Kraft- 
ebene, bezw. Kraftlinie läfst sich die Lage der den wirksamen Teil 
des Querschnittes begrenzenden NuUinie und die eintretende gr5fst« 
Druckspannung leicht wie folgt graphisch bestimmen (vergLFig. 171 sl): 

Man zeichnet mit beliebiger Polweite H zu der Querschnitts- 
fläche eine Seillinie AB, indem man die Flächenelemente als Kräfte 
senkrecht zur Kraftlinie wirkend ansieht, zieht durch den Angrifis- 
punkt b der Druckkraft N eine Gerade senkrecht zur Kraftlinie i^ ^ 1 
bis zum Schnittpunkt C mit der Tangente der Seillinie in ^^« 
femer von C aus die Gerade CD so, dafs die Fläche ACE gloiob 
wird Fläche DEG. 

Dann mufs die Nullinie nn durch den Punkt JD gehen. XI>& 
sie aufserdem bei der vorausgesetzten Symmetrie des Kraftangsri^ 
nur senkrecht zur Kraftlinie (Z- Achse) gerichtet sein kann, so ^^^ 
sie damit festgelegt. Zum Beweise hat man nach Gl. 13 den -^k-*' 

stand -:« = — . Nach S. 25 ist ferner das Trägheitsmoment Jglepi^" 

et 



dem Produkt aus der doppelten Polweite und dem Flächenink^ 




Fl des Seilliniendreiecks AFI?, also J"= 2- JET- JP^ . Aus 
Konstruktion aber folgt Fl- AFD=^FhACDF und daher ZM^^ ^ 

JPi = ^^^, also J=H-U':'. Ferner ist das statische Moment 

der wirksamen Fläche in Bezug auf die Nullinie nn S=« 

demnach :^ = -—=^ Fr- = -' und daher ist die durch JD sei 

o ff ' H 

recht zur Kraftlinie gezogene Gerade die wirkliche Nullinie. 

Die Randspannung o^' = —^ = j=— erhält man, indem m- 
auf der zur Z- Achse Parallelen n/i 7i? = « macht, in t das Jm 
ik = --r errichtet und von n aus durch k die Gerade nci zieh 

dann ist o^' = r\ci, denn es ist o^':~ = e:u^ also ^i=="^' — - 
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Anwendungen. 

Beispiel.]: Ein ans zwei Q Eisen (Fig. 174) bestehender, an dem einen 
Ende bei B drehbar fest, am andern dreh- und wagerecht verschiebbar ge- 
lagerter Balken von 2 m Länge werde in der Mitte seiner Achse bei C ver- 
mittelst einer nnter 30 <^ geneigten Zugstange von einer Kraft 180001« ergriffen» 



Fig. 174. 



Wfi 



.^' 



<I§M^^c 



1 ^18 




§. 



-*15.5'' 



*.«)* 



l^e eintretenden gröfsten Eandspannungen a^ und a.^ sollen berechnet werden. 

l^e Zerlegung der angreifenden Kraft in eine lot- und wagerechte Seitenkraft ergibt 

für entere 18000 • sin 30« = 9000 kg und für letztere 18000 • cos 30<»=rl5500 ^ • 

Erstere Kraft ruft in den Stützpunkten A und B senkrechte Stützkräfte 

von je —-— = 4500 k«, letztere in der festen Stütze bei B eine wagerechte 

Stützkraft von 15500 kg hervor. Auf den Querschnitt bei C wirkt also an 
der Balkenhälfte J5C ein Biegungsmoment 3f=:4500- 100 = 450 000 «n/kg und 
eine zentrische Normalkraft ^=15500 kg. Das Widerstandsmoment des 
Balkenquerschnittes sei bekannt W= — = 900 «m». Der Beinquerschnitt gleich 
lOO ems. Damit ist nach Gl. 5 u. 6 S. 228 



N^M 15500,450000 



+ 655 at 
'-345,,' 



'F-J/e 100 - 900 
Bestände der Balken aus Gufseisen, so würde die Druckspannung gegen- 
über gröCBerer Zugspannung unvorteilhaft sein. Ordnet man in solchem Falle 
die feste Stütze in Ä an, so würde der wagerechte Widerstand jetzt hier auf- 
treten, N negativ, eine Druckkraft werden und man erhält jetzt 

+ 345 »t 
— 655 . 






15500 450000 
100 - 900 



Fig. 175. 



Beispiel 2: Wird der Balken Beispiel 1 als 

^i'ahuausleger von 4,o m Länge und um 60® gegen 

^ Wagerechte geneigt gedacht (Fig. 175), so erhält 

!?*«» für eine Last von 3000 kg iV== — 2600 kg 



^ 1500 kg, also 

l-F^J/e- 



2600^1500-400 



-f 641 «t 
'' — 693 „ ' 




100 - 900 

Beispiel 3: Eine 4 » hohe Mauer hat seitlich 
^^»1 Winddruck von 100 kg f. d. m« auszuhalten. 
^Iclie Stärke mufs die Mauer erhalten, wenn die 
^^'Örate Zugspannung in der Grundfuge nicht mehr als a^ = 2 »t betragen soll 
^^ die Dichte y^ des Mauerwerks zu 2000 kg/m> angenommen wird. 
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Bei gleichmäfsiger Verteilung des Winddrucks über die Mauerhöhe hab 
wir nna dessen Ifittelkraft 



Q in der Mitte angreifend 
in denken. 

Wir betracliten ein 
Manerstück von der Länge 
1». Ffir dieses ist 

Das Manergewicht stellt 
eine den Querschnitt der 

Gmndfage angreifende 
negative Nonnalkraft dar 
nnd beträgt ftir 1 » Länge 
N^ — i'X'r = - 8000a?. 
Das Moment des 
Winddmckes in Bezag anf 
die Gmndfiige enengt in 
der linken Hälfte (Fig. 176) 
Dmck-, in der rechten Zug- 
spannungen mit den 
OröÜBtwerten bei Ä und 
B, die negative Normal- 
kraft A", das Mauer- 
gewicht, überall gleiche 

Druckspannungen. Die 
Zugspannung <r> bei B ist daher nach GL 6 

SOOOiT . 400.2-6 



Fig 176. 




y'^J/e 



X'l 



lar» 



= — 8000+ ^, 



4800 



Mit 4Ti = 2 »t = 20000 kg/m» wird danach 



4800 



: 0,41 ' 



^ } 20000 + 8000" 

Dabei ist F=0,4ini» und J/^ =^ - l,o = O.i'n^^ und die bei 

6 
entstehende Druckspannung berechnet sich nach Gl. 5 zu 
_ 0,41 . 4 . 2000 . 400-2 



+ 



= 36000 kg/m- = 3,6 at. 



^ 0,41 0,185 

Soll die Zugspannung tr^ bei B gleich Null sein, also überhaupt so*^ 
in der Fuge nicht auftreten, so erhält man die erforderliche Mauerstarke 



4800 



; = 0,:.« 



^ ] Ü + 8000' 
In letzterem Falle mufs, nach S. 230, die Mittelkraft aus Q und 2^ 

Gmndfage im Abstände gleich der Kemweite, d. L nach S. 232 — von ii"-^ 
Schwerpunkt S schneiden. Man kann daher in diesem Falle die erforderl^ 
Mauerstärke auch aus der Ähnlichkeit der Dreiecke OSK und CA* bestinic^ 



Tg l^ß^ mm ffm tinrüh Kräfle in thim* S^mtatrieehmtt am Birthi^ Jggf 



Ana d#r Proptvrtioß vll^^i??) ergibt Mct 



mit 



K^^'^, ÖS^2,u 



KO-N=A ^ X . 2000 kf und JVC— Q = 400 H wie* oben «: ^ %i% », Die 
B^mchpannuDg bei J. erhalten wir jetzt am einfacfasten^ iDdexn ffit den Inhalt 

^es iSpannnapkeile» -■ ^^ * gleich dem Mauergewicht ^ ^^ 0,is - 4 ^ 2000 setzen 
in «^^ 16000 ^i/mi^ l,«*t^ d, L doppelt so grofs, als wenn seitlich Wind- 
dmck nicht vorhanden wäre, die Mauer nur der Wirkung ihres Gewichts 
imterfäfe. 

Läfst man die unsiichere ZagejmnDung anfsfir Acht und verlangt nur, 
uafa eine gewisse Druck s|jßnntmg etwa (^^'=^4»* nicht überschritten werde, lo 
vltÄlt man die dann erforderliche Man erstarke x wie folgt: Nach GL 15 S. 235 
Bit ^1 '== -.^j- und im besondem für das Bechteck <r/ = "- y-; . 

Im rorliegenden FaUo ist A" == 4 .ar j' = 8000 x^ < = J A' = | — A' *Sf , 



J8:ä'=^06' 



CHi 2 * 400 2 ^ 400 



I 



iVO 



8000^ 



Mit diesen «erten wird tfj =-t 



also anch t ^ ^ — 



1 



2 lOs" 
nnd daraus f&r {»=^lv»»i 



Oj 



\2 10 W 
d-, '^= 4 at ^^ 40 Oöfl ifg/m 3 ^ ^= 0^11 m ^ Dabei wird nach obigem 

= rot 0,07 in lind die Nnllinie liegt e = 3 Jf =^ 0,fi « von A^ 
Fig. 171 



I 



2 10 0,M 
^^ ^vrirksame Flüche 
ist it^ieich rot O.*o der 

^-» B s am tgron d fläche, 
^^i dieier geringen 
^Ä'ti erstarke hat man 
^^»>^ heim Eintritt 
^^** der ßechnong 
^^ Qmnde liegenden 
X^^ ** ddruckes mit einer 
^^ftii^^ng der Gnind* 
^^^«1 bei B, einem 
■*^*s«a des Biauerkör- 
I*^*-m ran dem Funda* 
^^ent tu rechnen. 

Die in den eui- 
*«*ltien Füllen ein- 

^^tende Verteilang 

**^*" S^pannuögen in 
**^ üruudfitge ist in 

f*»^ iTBa, ft, nnd r 

Beii-tpiel 4: Ein im Grundri/a S^ lauger und 2,<>?» breiter, an den Eodeo 
*^^lc,^,,i^f^^^Qig abgerundeter Brückenpfeiler (Fig. 177), wird in seiner Mittel- 
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eb«ne bd 6 im Abstände gleich 2 m tod seiner Achse Ton einer (infolge seit- 
lichen Winddracks) unter 80* geneigten Kraft £ = 400^ getroffen. Die 
Randspannnngen <r, and «r« ui der Gmndfiige, sowie die ohne Berücksichtigoiut 
der Zugspannungen auftretende grörste Druckspannung <r/ ist lu bestimmeiL 
Das Trägheitsmoment des Querschnittes berechnet dch su 

also ^ = Z^ = 18,,.«.. 

e 4 

Die Zerlegung der Kraft R ergibt eine Normalkraft 3r=~394^ und 
eine Querkraft Q =34,s t . Die Schubspannungen bleiben hier wie in Bebpiel 1—3 
aufser acht. 

Nach Gleichung 5 und 6 S. 228 wird mit F=\5,um* 

^, = ^±^jr^ und mit z^ = 2m^ ^Y=_:^94t, 

_ 394 _ 394 • 2 _ — 60.o t/, > = — 6,9 »t 
''j— L^u"^ 18,25 "+ 17 t/„, = +i,7 „• 
Bei Aufserachtlassnng von Zugspannungen nehme die alsdann eintretende 
Nuilinie die Lage nn (Fig. 177) ein. Es ist dann in Bezug auf dieselbe 

^=(iz|)!:i + £i»!_(l.ifllf + ü_L'(,_o,„). „od 



1 



*III ^ ^ ^ - C /.. _ I \2 O - 1 J 



S (g--l)^»2 . -■!' . ^ . 

2^ + -g- • (« — 0,57») 

Die Lösung für e ergibt e = 5,7 m . Damit wird 

5 = ^'^ / - + ^ (5,7 - 0,575) = 30,1 m » 

und demnach die Eandspannung 

, N'C 304 -5,7 ^, ^, ^ ^ 



b) Spannnngen dnreh Kräfte in einer beliebigen Ebene 
mit der Stabachse. 

Wir setzen wieder Gleichgewicht der äufseren Kräfte an dem 
Stabe ABCD (Fig. 178) voraus und denken uns die etwa links 
von der Schnittebene 1 1 angreifenden Kräfte durch ihre Mittelkraft B 
ersetzt Diese schneide die Ebene des Querschnittes in h and werde 
hier in ihre Seitenkraft N normal zur Querschnittsebene und Q in 
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'1 



der Bichtang derselben zerlegt. jV erzeugt im Querschnitt Normal- 
(Zag- oder Druck-) and Biegungsspannungen (rergl. S. 227), Q. Schnb- 
spanonDgen. Erstere sollen hier untersucht werden. 

Pig- 178. „^y\ («) 



^^ 




Q'< B 



R 



*x 



,.J._.^V ^1 i"... 



/(5^ 






D 



Denken wir sie uns in den einzelnen Qaerschnittspunkten als 
OTf'dinaten senkrecht zur Schnittebene aufgetragen, so erfüllen ihre 
™*dpunkte eine Ebene (vergl. S. 228), deren Gleichung in Bezug 
*^f ein dreiachsiges, mit zwei Achsen A" und Y in die Schnittebene 
tuendes Koordinatenkreuz, im allgemeinen lautet: 

Darin sind a, h und c Eonstanten, .r und ?/ die im allgemeinen 

^oiefwinkligen Koordinaten irgend eines Querschnittspunktes, in 

^^Ichen ü die Normalspannung ausdrückt. Das Koordinatenkreuz 

'•'^^de so angenommen, dafs der Nullpunkt in den Schwerpunkt S 

f^ Querschnitts fällt und die Achsen X und Y einander zugeordnet 

^'^d (vergl. S. 13). Das Gleichgewicht der äufseren und inneren 

*^''&ft6 am abgeschnittenen Stabteil links vom Schnitt erfordert nun, 

^Äfs die Summe aller Kräfte senkrecht zur Schnittebene, sowie die 

^^löinen ihrer Momente in Bezug auf die Achsen X und Y je 

8*oich Null sei. Das führt bei den aus Fig. 178 ersichtlichen Be- 

^ichiiuDgen zu den drei Gleichungen 

^^ JV— .r^-rfF=0, 

^ • #>, XlmUMtUUUhn. 



^^^ 
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Setzt man tr in der Form der Gl. 1 ein« so folgt 

5) X—J{a + hx+cy)dF=0, 

6) A'-j-,,— /(a + b.v + c2/)x'dF=0, 

7) A^y,— J(a + bx + cy)y'dF=0. 

Bei der weiteren Entwickelang der Gl. 5 — 7 entstehen o. a. die 
Einzelintegrale /^-(f JP, SV'^F und S^V^F. Da der gemachtw 
Annahme zufolge die Achsen A'^ und Y Schwerpunktsachsen des 
Querschnittes und einander zugeordnet sind, so wird jeder dieser 
Integral werte gleich Null. Damit erhält man aus Ol. 5 

iV=a.JrfF=rt F, d.i. « = ^; 
ans Gl. 6 N-x„ = hSx^dF=bJy, also b = ^^, 
aus Gl. 7 Nyn = eSy^dF=cJ^, also c-- ^'^* 



1 



worin J« und Jy die Trägheitsmomente der Querschnittsfläcbe in 
Bezug auf die F- und A'- Achse bezeichnen (vergl. S. 9). Mit 
obigen Werten 9lx a, b und c nimmt 61. 1 die Form an 

Die Einzelbeiträge zu der Spannung (t in Gl. 8 können wir uns 
wie folgt entstanden denken: Eine im Schwerpunkte iS des Quer- 
schnitts angreifende Normalkraft X erzeugt die in allen Querscbnitts- 

punkten gleiche Spannung -'^ . Läfst man eine Parallelyerschiebnng 

der Kraft in der Richtung der A"- Achse um die Strecke Xn ei"' 
treten, so entspricht das dem Hinzufügen eines Momentes iV-cr„ 
und die dadurch in Punkten mit der Abscisse ^ erzeugte Biegung^- 
spannung wird durch das zweite Glied der Gl. 8 ausgedrückt 
Ebenso entsteht durch eine weitere Parallelverschiebung von N '^ 
der Richtung, bezw. parallel zur Y-Achse um die Strecke t/« das 
Moment N-Vn und in Punkten mit der Ordinaten y die durch das 
dritte Glied der GL 8 ausgedrückte Biegungsspannung. 

Für die Wirkung der Momente N^Vn und iV-y„ ist es wieder 
einerlei, ob sie durch eine Normalkraft X oder in irgend einer andern 
Weise entstanden sind. Lediglich ihre Gröfse und ihr Drehungs- 
sinn sind für ihre Wirkung bestimmend. Bezeichnet man daher 




^: 
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hen^ um die Y-Achse allgemein mit M^, 3*3/« dieliead 
Achse mit M^, so nimmt GL H die Form ao 






M, 



£ Jf,-^V 



(leiebung 8 u. 8 a stellen das Verteilungsgesetz der Normal- 
Ingen über den Qaarschnitt in allgemeinster Form dar. Sie 
len ebensowohl mit Mj, und 34 gleich Null den Fall reiner 
und Dnickspatinung, als mit i¥ = den Fall reiner Biegnng»- 
Biegungs- und Scbubspannung. 

LM dem völlig gleichartigen Vorkommen der Koordinateii 
t und ^« u, ^y in Gl 8 erkennen wir, dafs die Spannung a» 
be eine im Punkte iu^^\ ('') angreifende Normal* 
' A" in irgend einem Punkte a?iy erzeugt, ebenaa 
I ist wie diejenige, welche durch die gleiche ina 
:te Xii angreifende Normalkraft im Punkte *r„y* 
iehen würde. 

Sineu klaren Überblick über die Verteilung der Norm al- 
angen über den Querschnitt erhalten wir wieder durch die 
nis der Spannungsnullinie, deren Gleichung sich mit ö = 
L 8 ergibt. Es wird, wenn man noch mit A" dividiert 



0=4 + '- 



^ j Pn-y 



lage der Nullinie ist also allein abhängig von der Lage dea 
tfipnnktes der Kraft X, aber völlig unabhängig von dereo 
\, Wir erhalten sie am einfachsten durch Bestimmung der 
I iTn und^p, welche sie auf den Koordinatenachsen abschneidet. 
ÖL 9 vverden für 



W=0 






= — und für 



if^ = — -_— ^ U (vergl GL 7 S* 228) unter 

^i die zugeordneten Halbachsen der Zentralellipse verstanden. 

ifL 10 drückt die schon in Gl. 7 S. 228 für einen symme* 
m Kraftangriff bekannt gewordene Beziehung zwischen dem 
mgriffspunkte und der Nullinie allgemein für jede beliebige 
ing der Kraftebene bezw. Kraftlinie hS aus. Bewegt sich der 
mgriffspunkt b durch die Unendlichkeit, so geht die Nullint© 
I den Schwerpunkt und umgekehrt, .t«^ u* ^i^ und ^vn 0* y« 
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ftdien in gleicher geometrischer BeziehoDg wie zq n. r« in Fig. 169 
S. 225. Die Richtungsziffer der Nollinie erhält man ans OL 10 zu 

Die Richtang der Nallinie steht also in ganz be^ 
stimmter Abhängigkeit von derjenigen der Kraftlinie* 
Ist das Achsenkreuz XY so gelegt, dafs der Angriffspunkt h de^ 
Kraft N auf die F-Achse fiUt, so wird a?„ = 0, und nach Gl. 1 '^ 

*^^ « 0, die Nullinie parallel der JC-Achse. Fällt b auf die X-Achs^ 

wird y«*= 0, so wird ^ = ^ , die Nullinie wird parallel der Y-Achs^^ 

Es ist nun immer möglich, das Achsenkreuz ^F so zu wählen, da[ ^ 
der Kraftangriffspunkt h auf eine der Achsen, also die Kraftlinie m\ — ^ 
dieser zusammenfällt. Die Nullinie ist dann also stets paralle^^ 
der anderen Achse, und da die Achsen als einander zugeordnet ange-^^ 
nommen sind, erhalten wir den Satz: Die Kraftlinie und di*^ 
Nullinie weisen stets einander zugeordnete Richtungen auV^ 
Bei dem unter Va behandelten Falle symmetrischen KraftangrifiE*^ 
kreuzen beide sich rechtwinklig und fallen mit den Querschnitts- ^^ 
hauptachsen zusammen. 

Fig. 178, a gibt eine geometrische Darstellung der Spannungs- -a^ 
Verteilung und zeigt, dafs im Querschnittsschwerpunkte S, also fü-f 

d7e=0 und i/ = 0, nach GL 8 stets die Spannung — herrscht, eir-«^ 

umstand, der, wenn die Nullinie bekannt ist, ohne weiteres zom:^ 
Zeichnung der Spannungskeile und zur Bestimmung der RandC^ 
Spannungen o^ und 0,2 benutzt werden kann. 

Will man die Gl. 8—11 in ihrer Form unverändert auf rechte ^ 
winklige Achsen beziehen, so können dies nur die Hauptachsen de^ 
Querschnitts als einziges rechtwinkliges zugeordnetes Achsenpaar seiix ^ 
In vielen Fällen, wie bei allen symmetrischen Querschnitten, w"*^ 
die Hauptachsen ohne weiteres erkennbar sind, wird man sich steV 
mit Vorteil ihrer bedienen. Bei gewissen anderen Querschnittsformer^^ 
wie Dreiecken. Parallelogrammen n.s.w., wo schiefwinklige zugeordnet:^^ 
Achsen direkt erkennbar sind, kann ihre Benutzung vorteilhaft seir^* 
Sind zugeordnete Achsen überhaupt nicht direkt erkennbar, so hmi 
man solche nach S. 30 u. f. zu ermitteln und wird dann meistend 
die Benutzung der Hauptachsen vorziehen. 
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In vielen Fällen ist es zweckmäfsig, das Achsenkreuz so zu 
'Wählen, dafs eine der Achsen, z. B. die Y- Achse, mit der Kraftlinie 
zusammenfällt (Fig. 179). In Gleichung 8 wird dann a?n==0 und 
^ie geht über in 



12) 
12 a) 






bezw. 



Die Gleichungen 12 stimmen der Form nach genau mit GL 4 
S. 227 überein and alle bezüglich der Lage der NuUinie und der 

Fig. 179. 



+X 




^ ^i^ilung der Normalspannungen im Querschnitt aus diesen ge- 
^PRenen Schlüsse (rergl. S. 228 u. 229) lassen sich auch aus Gl. 12 
^^lien. Für die NuUinie erhalten wir die Gleichung 



^0=- 



J. 



a\ 



laj 

^"«--^.yn yn 

^^J^ ai zugeordnete Halbachse der Zentralellipse ist. Die NuU- 
^i^ ist also, wie weiter oben bereits erwähnt, eine Parallele zur 
"^ ^ Achse und besitzt demnach eine der Kraftlinie (F- Achse) 
^^Keordnote Bichtung. Für N=0 also yn^"^ (reine Biegung) 
T^^^ yQsaO; die NuUinie geht durch den Schwerpunkt; sie ist eine 
^^^ Kraftlinie zugeordnete Schwerpunktsachse (vergl. S. 81) und ihr 
f^^SYiff ist damit für beliebige, auch nicht symmetrische Querschnitts- 
^^Oaen yerallgemeinert 
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Für die äafsersten Faserabstände y"=^i and y=^ — e^ erhaJtco 
wir die Randspannungen f ^ _ ^ , JT-y,» — :^ -l -^ ^ 

3" Ny^ N M^ 



14) 



Öo = 



In den bisherigen Betrachtungen sind die Koordinaten x und ^ 
aller Querschnittspunkte bezw. ^„ und y» des AngrüBTspunktes d^^^ ^ 
Normalkraft ^V als in der Richtung parallel zu den Achsen gemesser - ^ 
angenommen; in den 61. 3 u. 4 u. s. w. erscheinen in den Momente^^ 
N'.Vnf O'dF'X \i.8.w. die Hebelsarme im allgemeinen schiefwinkli^^^ 
zu den Momentenachsen A" und Y. Man überzeugt sich inde^^^^ 
leicht, dafs das Ergebnis durch eine schief- oder rechtwinklig^ "2^ 
Richtung derselben nicht beeinflufst wird. 

Wird es z. B. in einem gegebenen Falle für zweckmäfsiger^ ^ 
gehalten, sie rechtwinklig zu den etwa schiefwinkligen Achsen ziä:^-^ 

messen, so kann man jedeneit in den Gl. 8—14 an mit -r-'^UDfE»'* 
\ smy8 

y mit -?^, Jx mit —r-^s u. s. w. vertauschen (vergl. S. 14 u. f.X^-- ' 
^ smp sin^p ^ 

wenn ß den Eoordinateiiwinkel bezeichnet. 

Multipliziert man beispielsweise das zweite Qlied der 61. IS ^ 
im Zähler und Nenner mit sin^/S, so erhält man 
N , .V-i/„-sin)S-t/-sin)S . 
'^^F^ JTÜ^i^^ '"^•^• 

lö) ö = 4 + ^ '^"'^'^'' (vergl. Fig. 179 a), bezw^^ 
15 a) '^ = ^ + ~~T » wobei zq bemerken ist, da-^» a 



das Moment J/,^ = i/^-sin/S, rechtwinklig zur A'- Achse drehen «■^■'fi 
als eines der Seitenmomente anzusehen ist, welche entstehen, wer^*"'] 
man das Moment Mx in der Richtung der ^- Achse and 8enkrecrr.^i/ 
dazu in Einzelmomente zerlegt. (Vergl. Eeck, Mech. 1, 3. Aufl., S. \%^==^-) 

Mit iir = «1, und xir — — «2r ^fhält man 



10) 



Ö2 = 






i 
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Verschwindet in Gl. 14—16 die Normalkraft N, indem sie in 
^tiendliche Feme rückt, also den Wert eines Kräftepaares von dem 
Moment JkG annimmt, so bleibt nur die dem zweiten Gliede ent- 
sprechende Biegnngsspannung über. Die Nullinie geht nach 61. 13 
mit yn = oo und yo = durch den Schwerpunkt des Querschnittes. 



Anwendungen. 

Beispiel 1: Der Brückenpfeiler Beispiel 4 S. 239 wird, etwa durch das 

Zusammenwirken einer Bremskraft in der Längsrichtung der Brücke und einer 

^Hndkraft quer zu derselben mit dem Gewichte des Pfeilers und dem von 

ihm aufzunehmenden Brückengewicht, von einer Mittelkraft R getroffen, welche 

^ö Grundfuge im Punkt b mit den Koordinaten x^ = 0,2o m und y„ = 2,o m 

schneidet (Fig. 180). Die Zerlegung derselben in eine Tangential- und eine 

Fig. 180. 




^^ TV«m y^ "3,55 V^- ^ 




[Xo ^y 




^n 



^ormalkraft möge letztere zu N=— 394* ergeben. Der Pfeilerquerschnitt 

^st ii'= 15,14 m«, J, = 73,00 m*, Jy = 4,sn><. Damit wird nach Gl. 8 

<T= (— 26 — 10,76 y — 16,4 • x) Vm« 

>3nd die Nullinie schneidet auf der X-Achse 

26,0 
x^ = - — = ^l^,sm 



■ 2,43 m ab. Die Kandspannungen in 



und auf der Y-Achse y^ = — T?r~ = " 

lü,76 

den der Nullinie entferntest gelegenen Punkten E^ und E.^ mit den Koordinaten 
x = 4:0,80, y = i3,66» berechnen sich somit zu 

.. = - 26,0 + 10,e . 3,..+ 16,« • 0,.. = (" ^J; j »/„.= ~ l>^' ** . 

Beispiel 2: Der in Beispiel 1 S.237 behandelte, im Querschnitt IC- förmige 
Stab werde aufser von der dort bezeichneten Kiait vou ISQQQ^«^ die in. der 
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Stabmitte angreift und unter 30 ^ gegen die wagerechte Stabachse geneigte 
an gleicher Stelle noch von einer wagerechten Kraft senkrecht zur Stabachs 4 
einer Gröfse von 2000 kg ergriffen 



» ii 



(Fig. 181). Das in Beispiel 1 S. 237 
berechnete Biegungsmoment von 
450000 om/^ hat jetzt im Sinne 
der GL 8 a die Bedeutung ilf,.. 
Dazu kommt noch infolge der hinzu- 
tretenden wagerechten Kraft von 
20001« ein Moment 
2000 . 200 



Fig. 181. 



Mj,=- 



= 100 000 cm/kg. 



Die Normalkraft ist wie dort 

iV= + 15500 kg. 
Die Trägheitsmomente in Bezug auf 
die beiden Symmetrieachsen des 
Querschnittes seien ermittelt zu 

/,=//= 12550 cm*, 

Jy = J// = 2525cm', 
ebenso die Querschnittsfläche zu i''=100cm> 




JV^ 



(15 



500 , 450000 -y 



Damit ist nach Gleichung S - 
100000 •a:\ 



»t und für 



100 ' 1-2550 ^ 2525 

+ 1090 »* 
a- = 4:ilcin, y = +ucm, ^^ = 155±500±435 = _ ^^^ . 

Die Gleichung der NuUinie nn wird mit <r = 0,o = 155 + 36 f/ + 39,6a; und 
daraus yo= ^j^« ^^ > ^o= 3,9a cm . 

Beispiel 3: Ein im Querschnitt J"- förmiger Balken von den in Beispiel 5 

S. 45 bezeichneten Abmessungen ruhe mit einer Stützweite von ? = 2m = 200fm 

an den Enden frei auf und trage eine verteilte Last g = 300 kg f. d. m = 3 kg 

f. d. cm . In vorliegendem Falle ist also iV=0, und es entstehen deshalb 

nach Gleichung 8 nur Biegungsspannungen. Nach GL 4 S. 101 ist das gröüBte 

3 • 200- 
Biegungsraoment in der Kraftebene 3/= — ^ — = 15000«™/kg. Wir beziehen 

o 

den Querschnitt zunächst auf seine Hauptachsen, welche nach Beispiel 5 S. 45 
mit der lotrecht gedachten Kraftlinie (Y-Achse Fig. 44 S. 46) Winkel a von 
66'*13' bezw. 23^47' einschliefsen. Die Hauptträgheitsmomente sind dort zu 
t/i==281cm* und J^^-^?»*^"** berechnet. Um Gleichung 8 a anzuwenden, 
zerlegen wir das in der Kraftebene wirkende Biegnngsmoment M nach den 
Richtungen der Hauptachse in Seitenmomente (vergl. Fig. 182) 

Mj =-- 34, = 3/ • sin 66 M 3' = 1 5 000 • 0,92 = 13 800 cm/^g und 
Mji = My^ = M • cos 66 " 13' = 15 000 • 0,«o = 6000 cm/j^ 
und erhalten nach Gleichung 8 a mit iV=0 

MrVx .^ir^i 13800. yi . 6000.«, 
ff__ — _ j — . 



^1 



281 



22,5 
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Man Überzeugt sich leicht, dafs in den Querschnittspunkten E^ und E. 
mit den auf die Hauptachsen bezogenen Koordinaten a?| = ± 2,36 c™ und 
tfi =+4,« cm die gröfsten Spannungen <rj und tr^ auftreten. Diese werden 



-i = ± 



13809 -4,41^ 6000 •2,»6 



= ±215 + 630 = + 845»t 



281 - 22,» 

Wenn die Hauptachsen und Hauptträgheitsmomente noch nicht bekannt 
sind, kann es zweckmäfsiger sein, den Querschnitt auf ein zugeordnetes Achsen- 
kreuz zu beziehen, 

dessen eine Achse pi« 182. 

(1^- Achse) Fig. 182 ui « 

mit der Kraftlinie /' yiT^ 

zusammenföllt. Für 
^i© Bichtung der 
zugeordneten Achse, 
in <üe8em Falle der 
Biegnngsachse (XJ, 
«rh alten wir nach 
^^- ^S. 43, indem wir, 
<^*<lie Kraftlinie nicht 
® -X- sondern die 
^ Achse ist, J^ mit 
*V Vertauschen, 

^^ Beispiel h\ 45 
^^^de ermittelt 
J, = 238c«*, 
^^ = 65 cm*, 

^aher 

t^7, = ^ = 0,684, 

x, = 34*20'. 

Wir benutzen nun Gleichung 15a mit rechtwinklig zur X^-Achse 
(Biegungsachse nn) gemessenen Ordinaten y^ und bezeichnen das Biegungs- 
moment in Bezug auf die Biegungsachse nn mit 3/„, das Trägheitsmoment 
mit t/„. 

Nach Gleichung 1 S. 32 erhält man mit a = a.^ = 34^30' 
Jn = cos» 340 20' . Jy + sin« 34° 20' . J, — sin 2 • 34^ 20' • C^ 
= 0,826« . 65 + 0,»fl4» . 238 — 0,931 . 95 = 32 «m* . 
Das senkrecht zur Biegungsachse (Nullinie) nn drohende Moment erhalten 
wir zu Jlfn = -3f sin «2 = 15000 -0,564 = 8460 cm/^g und daher <r für einen 
Querschnittspunkt mit der Ordinate y^ nach Gleichung 15 a mit ^=0 
8460. y^ 
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Für die der Nullinie femstgelegenen Punkte £\ und E^ ist 



25() Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe. 

y^ = ±3,ifi<^"» und daher fT^ = — ^ , * ** = 835 *^, fast genau wie ol^ ^xl 

Die Bestimmung der Biegungsachse nn und des Trägheitsmomentes J^ k^iunn 
in bequemer Weise auch mit Hilfe des Mohr'schon Kreises (Fig. 36 bis .23 S) 
geschehen. Die Biegungsachse erhält die Richtung 8T (Fig. 182) und «3.^ 
Trägheitsmoment J^ in Bezug auf dieselbe wird gleich dem Lote Tu auf «1> ^® 
Tangente mü in t; (Fig. 182). 



c) Kern eines Querschnittes. 

1. Allgemeine Begriffserklärang. 
Das Gesetz fQr die Yerteilang der Normalspannangen im Qu 
schnitte eines von beliebigen äafseren Kräften ergriffenen Stal 

ist S. 242 in Form der Gleichung 0=^ + ^^^^^^+"^^ 

bezogen auf ein in der Querschnittsebene gelegenes zngeordne 
Achsenkreuz A'F, ermittelt, worin N die im Querschnitt 
Normalkraft der äufseren Kräfte bezeichnet. Wurde das zugeordm 
Achsenkreuz so gewählt, dafs eine seiner Achsen, etwa die JT-Ach. 
mit der Kraftlinie zusammen fiel, .Vn = wurde, so verschwai.' 

das zweite Glied und man erhielt die Gleichung '^=^ + — r 

die in der Form genau mit Gl. 4 S. 227 für symmetrischen K 
angriff übereinstimmt. Für die SpannungsnuUinie ergab sich 

Übereinstimmung mit Gl. 7 S. 22>< mit (J=0 yo== ■ ' 




Denjenigen Wert A- von :«, für welchen nach Gl. 8 S. 230 z^' 
i^bezw. =t\ oder =«'0) wurde, nannten wir die Eemweite. 
wollen jetzt wie dort für symmetrische Querschnittsform und 
angriff, allgemein diejenige Entfernung t/» des EraftangrifEqponl 
h vom Schwerpunkte 5 des Querschnittes, für weiche die Nollin 
den Querschnitt berührt, iß^^e wird (Fig. 183), die Eemweite nenni 
und mit A- bezeichnen, während dem Kraftangriffspunkte h in dies ' 
Lage als Kernpunkt die Bezeichnung K zukommen soll. Danach 

allgemein A==- ■ = - 1-, unter J das Trägheitsmoment des Quep^^* 

schnitte in Bezug auf die der Kraftlinie KS zugeordnete Schwer::^ 
achse n.u, für im allgemeinen schiefwinklige Koordinaten, nc^ 
unter ui die zugeordnete Halbachse der Zentralellipse Tentanda^^^^^ 
Lassen wir jetzt die Nullinie u u vFig. l$3^ im Sinne des PfaUei ^ 
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l^n Qaerscfanitt umrallen« so entspricht jeder Lage derselben eine 

2!Hfeordfiete Richtung SK und auf derselben eine bestimmte Lage 

Punktes K^ der ira Sinne des Pfeiles 2 fortschreitend eine 

ioie, die sogen. „Kernlinie'*, beschreibt. Einer ganzen Dtnrollung 

Fig. 183, 




Qaerschntttes durch die Nullinie na entspriebt ein ganzer 
mlsiuf des Kernpunktes K der geschlossenen Eernlinie. Den fod 
l^er Kernlinie umschlossenen Teil des Querschnittes nennen wir den 
I^^Kern** desselben. Konkav gekrümmte Teile des Querschnitln- 

S Anfanges oder gerade Seiten an einspringenden Winkel werden 
&irn ümrollen der Ntillinie nicht tangiert. Vergl, Fig. 183 die 
inie wi^vi . 

Liegt danach der Angriflfspankt einer Normalkraft >Y an irgend 

wner Stelle auf der Kernlinie, dem Kernomfange des Querschnitts^ 

«o berührt die Nullinie den Querschnitt und üherall innerhalb des- 

mlben herrseht mit der Normalkraft .Y gleichsinnige Spannung« 

welche verhältnisgleich mit der Entfernung von der Nullinie zu- 

mmt und in ihrer Gesamtheit einen Spannungskeü bildet (^ergl, 

lg, liJ9a), Bewegt sich der Kraflangriffspnnkt /? vom Kernumfange 

dem Schwerpunkte des Querschnittes^ so ruckt die Nullinie 
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vom QoerschDittsamfange ab in die unendliche Ferne, die Spannangen 
bleiben durchweg gleichsinnig mit der Normalkraft N, erf&llen in 
ihrer Gesamtheit einen abgestumpften Eeil (vergl. Fig. 169,6), deasen 
Eeilflftchen mehr und mehr, und in dem Augenblicke völlig parallel 
werden (gleichmälsige Spannungsverteilung), wo der Kraftangriff- 
punkt b mit dem Schwerpunkt S zusammenflillt Tritt der Kraft* 
angrifispunkt b aus dem Kern heraus, so schneidet die Nullinie 
den Querschnitt, beiderseits derselben entstehen zueinander ungleich* 
sinnige Normalspannungen, je in ihrer Gesamtheit einen Spannungskeil 
bildend (vergl. Fig. 169 und 178), wobei die Spannungen auf der 
Seite der Normalkraft dieser gleichsinnig sind. 

2. Bestimmung des Kernes durch Zeichnung. 
Für eine zeichnerische Bestimmung des Kernes bieten die 

2 7 2 

Gl. 10 S. 243 Vo = und Xo = den erforderlichen Anhalt. 

Die dem zu Grunde gelegten zugeordneten Achsenpaare entsprechenden 

Halbachsen der Zentralellipse erhalten wir zu ^i\^V -^j ^^^ 

^1 ( = ^ 1^) (^®^fi»'- ^' ^^) ^^^ mittlere Proportionalen zfnschen den 
Koordinaten 7/n bezw. x^ des Kraftangrifi^unktes b und dem Ab* 
schnitte t/o bezw. Xo, welche die Nullinie auf den Koordinatenachsen 
abschneidet (vergl. Fig. 178). Danach läfst sich bei g^ebener 
Nullinie der zugehörige Kraftangriffspunkt leicht bestimmen und 
umgekehrt Man kann dabei den Querschnitt auf ein beliebiges 
zugeordnetes Achsenpaar beziehen; hier möge er, wie meist üblich, 
auf seine Schwerpuuktshaaptachsen /, // (Fig. 184) bezogen werden. 
Die Zentralellipse des Querschnitts habe die aus der Figur ersicht- 
liche Lage, nn sei die gegebene Nullinie, zu welcher der Kraft- 
angriffs- bezw. Kernpunkt A" zu bestimmen ist Wir machen 
AS=a senkrecht zur Hauptachse // und BS=b senkrecht zur 
Hauptachse J, verbinden A mit C und B mit D und ziehen 
ACi±AC und BD^LBD. Dann sind C^S^yu und D^S^Xt 
die Koordinaten des Kraftangriffspunktes AT, der damit gefunden ist 
Die für die Zeichnung des Kernes wichtigen Punkte A und B wollen 
wir als „Festpunkte** bezeichnen. Berührt die Nullinie nn den 
Querschnitt, so ist K ein Kernpunkt In gleicher Weise l&&t sich 



Vc, Kei-n eines Querschnittes, 



255 



eine beliebige Anzahl von Pankten der Eernlinie und damit also 
diese selbst bestimmen. Darcb das umgekehrte Verfahren läfst sich 
ohne weiteres auch zu gegebenen Kraftangriffspunkten K die zuge- 
hörige Nullinie und damit die ümhüllungslinie des Kernes bestimmen. 
Da jede in K angreifende Kraft in allen Punkten Ki der 
Grvaden nn die Spannung Null erzeugt, so bringt nach dem 

Fig. 184. 







I / 



iP--«i 



n 
/i 



nii^ 



^^f S. 243 ausgesprochenen Satze auch jede in irgend einem 

^tinkte Kl der Geraden nn angreifende Xormalkraft in K die 

^^annung Null hervor. Die dem Punkte K^ als Kraftangriffs- 

l>tinkt entsprechende Nullinie mufs also durch K gehen. Bewegt 

^ich Kl auf der Geraden n/?,, so entspricht jeder Lage desselben 

bezw. jeder Richtung der Kraftlinie K^S eine bestimmte Richtung 

der Nullinie, diese schwingt dann also gleichzeitig um den Punkt 

üT, beschreibt einen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt K. 

Umgekehrt, ist niUi die einem bestimmten Punkte A\ der Linie nn 
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zukommende NuUinie, so bringt jede in irgend einem Ponlcrce 
K der Geraden n^^i angreifende Kraft in ül] die Normalspannnsag 
Null hervor, bewegt K als Angriffspunkt sich auf der Geraden fiir» i <• 
so schwingt die Nullinie nn um den Punkt Ki. Ist daher J^^h 
etwa Eckpunkt eines vieleckigen Querschnitts, so ist riiUi die deusca— 
selben entsprechende Eernseite; ist die Nullinie nn zugleich Sea-^tpe 
des Querschnitts, so ist der zugehörige Angriffspunkt K Eckpun Ict 
des Kernes. Jedem Eckpunkte eines vieleckigen Que^r* 
Schnitts entspricht also eine geradlinige Begrenzuma £ 
des Kerns, eine Kernseite und jeder Seite des Que'^v 
Schnitts ein Eckpunkt des Kerns. Schwingt die Nul ^ 
linie um die Eckpunkte 1, 2, 3 . . . (Fig. 186—188) ein 
Querschnitts, so beschreibt der ihr entsprechende A 
griffspunkt K die zugehörigen Kernseiten jT, H\ IIF . 

Umgekehrt, jedem Eck- oder ümfangspunkte d^^ 
Querschnitts als Kraftangriffspunkt entspricht ei 
den Kern berührende Gerade bezw. eine Eernseite a 
Nullinie. Bewegt sich der Angriffspunkt £j auf ein( 
Seite des Querschnitts, bezw. auf seinem etwa g 
krümmten umfange, so schwingt die Nullinie um d 
ihr entsprechenden Eckpunkt des Kerns bezw. sie u 
rollt den Kern des Querschnitts. 

Daraus ergeben sich zwei in ihrer Anwendung von einande 
unabhängige Regeln zur Bestimmung des Kerns, nämlich 

1. Man bestimmt nach Anleitung der Fig. 184 fü 
eine hinreichende Anzahl von den Querschnit 
berührenden Nullinien, bei geradlinig begrenzte 
Querschnitten für jede Querschnittsseite (aus 
ßchlielslich jedoch der an etwa einspringendec: 
Winkeln gelegenen) je den zugehörigen Kraft 
angriffspunkt oder 

2. man bestimmt durch Umkehrung des Verfahren: 
Fig. 184 für eine hinreichende Zahl von um- 
fangspunkten des Querschnittes, bei geradlini 
begrenzten Querschnitten für jeden Eckpunk^ 
(ausschlielslich der Scheitelpunkte etwa ein^-^ 
springender Winkel) als Kraftangriffspank' 
tue zugehörige Nullinie. 



\ 



BT 

e- 

t 





Vt\ Kt^rti eifim Quenichnütes^ 



255 



Fallen bei Anwendung der zuerst genannteo Regel für irgend 

m Lage der Nuüinie die Schnittpunkte C and /> der KulUoie n n 

Kit den Achsen tiicht auf die Zeicbenfllcbe, so kann man sich die 

luIliDie auf einen Bruchteil etwa — ihrer Entfernung vom Schwer- 

"ptitikte S parallel an diesem herangerückt denken, so dafs auch die 

Schnittpunkte C und i> in die Entfernung — und — ?on S 

rocken. Die entsprechenden Abschnitte f^S und I}iS auf der 
Gegenseite der Ach gen fallen dann n mal so grofs aus und sind 
daher gleich den n fachen Koordinaten des der wirklichen NulHnie 
enlsprechenden Kernpunktes K; man erhält somit diese selbst zu 




3^*=^ 



Ü^S 



und ^Fjt = 



D,S 



3, Bestimmung des Kernes durch Rechnung. 



dem die 'Nullinie tt^n^ (Fig. IM) tod der Lage f*i'«,' in die Lag« 
schwingt, beschreibt der lug^^hörige Angriffspunkt K^ das begreczte 
Qck CD der dem Punkte K eßtiprecliondeD Nnllinie; maclit «^«4 eine ganze 
iidrehajjg um K, sg besclireibt A\ ilie unbegrenzte Gerade tut ala Nullinie. 
cbwingt n^Ui durch die Eichtuog KS, so durchschreitet K\ die CnendUch- 
k*it EbenBo verhält eg eich mit der Bewegung des Punktes K auf der 
Geraden «j«i, wenn die NnlHnie mi sich um A" dreht. 

r 

^ Die Anwendung des zuvor erläuterten Verfahrens zur zeich- 
nerischen Bestinamung des Kernes setzt die vorherige Ermittelung 
eines zugeordneten Achsenpaares, etwa der Hauptachsen, und der 
darauf bezogenen Trägheitsmomente, bezw. der entsprechenden 
Halbachsen a und h der Zentralellipse voraus. In nachstehendem 
wollen wir, von einem beliebigen bequem gelegenen rechtwinkligen 
Achsenkreuz ausgehend, ein rechnerisches Verfahren zur Bestimmung 
des Eernes herleiten, 

H In Fig. 185 sei A" ein der NuUinie nn entsprechender Kern- 
punkt. Dann ist hei den aas der Fig. ersichtlichen Bezeichnungen 
jach S, 2M 

I) ^-yh- 

eni) unter /„ das auf die der Nullinie nti parallele Schwerachse 
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n,n, bezogene Trägheitsmoment des Querschnittes für schiefwinklig 
(parallel der Kraftlinie „. 

Jck) gemessene Koordi- 
naten verstanden wird. 
Ist nun XY irgend ein 
rechtwinkliges Achsen- 
kreuz und schliefsen die 
einander zugeordneten 
Schwerachsen kk und 
n,n, mit der A-Achse 
die Winkel oli, und a» 
ein, so ist nach 61. 1 
S. 32 das Trägheits- 
moment Jn^ in Bezug 
auf die n,n, für recht- 
winklig gemessene Ab- 
stände 

2) Jn^ = cos- «„• J"^ + sin^a«. Jy — 2(7-sin a„ cos a„ , 

worin J,» Jy und C die Flächenmomente zweiter Ordnung des 
Querschnittes in Bezug auf das Achsenkreuz XY ßind. Das 
Trägheitsmoment Jn für schiefwinklige Koordinaten im Achsenkreuz 
77,92«, kk erhält man nach S. 14 zu 

3) /„: 




cos^ a„ • Jx + sin2 a„ . Jy — 2 Csin an cos a„ 



sin2)9 sin2(a;t — «n) 

_ cos g^ iJg ' cos g» — Csin gj — sin g» (C cos g» — «/y sin gn.) 
"" sin2(a;fc— g„) 

Zwischen den Neigungswinkeln gjt und g« des zugeordneten 
Achsenpaares n^ns und kk besteht. nach Gl. 3 S. 43, wenn man 
gj mit g,, , go mit g^ vertauscht, die Beziehung 



4) 



5) 



tg-^* = 



singet J* — tggnC Jp-co3g„— C-sing« 



cosgjk C — «/ytggn Ccosg« — Jy-sing„ * 
unter Beachtung der Gl. 4 läfst sich Gl. 3 in die Form bringen 



Jn = 



JfCOsg,,— C-singn 
sin (gjt—gn) sing* 



Her */ = 



Pör Winkel «„ = 90^ erscheinen die Koordinateii pk tind ^^ 
der unbestimmieQ Form ^ . Für diesen Fall bringt man 
. 8 durch DiTision im Zähler und Nenner mit tga„ auf die Form 
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Sind nun .r* und y* die rechtwinkligen Koordinaten des Kern- 
ktes K, X und ^v diejenigen irgend eines Punktes P der Null- 
le, so erhält man aus der Figur leicht 

I i/t — — fc-sinat und 
I jrk = — fc'Coaa*; 

«?8inai + ^'tgflt^ — ecösai-tgoErt und daher 

y^cosÄ^^^rsinOfl 



e ^ - 



sin (^^— et«) 
Aus Gleichung 1, 5» 6 und 7 ergibt sich 



l/fe = — 



1 J^-Ci^a,.^ 



^u^-^ 



1 C— J^rtsg»> 
1/ — ÄS-tga« • 



^ l/^=-io 



l J^cotgg«— C 



1 CcotftcE,^— Jy 
F ymigan—x 



F ifcotga« — X ' 

Die Gleichungen 8 ermöglichen für eine beliebige durch ihreu 
chtungswinkel «„ und die Koordinaten eines ihrer Funkte ge- 
l>ene Nnllinie den zugehörigen Kernpunkt xu bestimmen. In 



n GrenE&llen ^;» = und a„ = 90* werden yk = 



C 



bezw. if^: 



C 



J^ y 



und 



F*ä^ 



und 



^Tk 



Fa;' 



Um fflr einen gegebenen Punkt K^ des Querschnittsumranges 
zugehörige Kernseite niu^ zu bestimmen, sehen wir diese als zum 
^aftangriffspunkt iT^ gehörige Nullinie an und berechnen die 
»schnitte w^ und j/^i welche sie auf den Achsen Jl und Y ab* 
neidet. Vertauscht man in den Gl 8 die Koordinaten i/j^ und 
mit den gegebenen Koordinaten t/^^ und <Tky dm Ümfangspunktea 
und %i mit q^^, so erscheinen j- und p ab laufende Koordinaten 
ragehörigen Kernseite. Für ^ = erhält man aus der ersten Gl. 8 

f/- = — > * - ^ ? ^"^ und flir v = aus der zweiten QL 

F VB^ 






1 ^,^K^n-€ 



^^J tg «rt 



Xt0li E1wtumt*T«hf«. 



IT 
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Nun ist nach Ol. 3 S. 47, wenn man ocj ^^^ ^n, und a, 
mit a*. Yertaoscht, tgani= *"~- .^ *^ mid da tga* =-^, 

tgaw, = -;;-^^ — ^ ^ ^ . Damit nehmen die GL 9 die Form an 

1 C^-J^Jy 



10) 



C'Xk^ — Jy-ykx 



a?o 



F Cxjc^—Jyyui 

1 C^-J^Jy 

F Cyhi — Jx'Xkx 



4. Kerne häufiger vorkommender einfacher 
Querschnitte. 

Der Kreis: Je zwei sich rechtwinklig schneidende Mittel- 
punktsachsen sind Hauptachsen. Nach S. 255 Gl. 1 ist Jt=-— -. 

►.4 



Ffir alle Achsrichtungen ist J^ 



JTT* 



• n'V^ 



«s=r. 



Der 



Kern ist also ein Kreis von Badius A: = - 



Der Kreisring: Es sei der äufsere Badius R, der innere r. 
Dann ist ffir alle Achsrichtungen 



Jfc= 



jr.(^4_y.4) jRg + r^ 



Fe A'7t'{R^—r^)'R 



Für r=0 (Vollkreis) wird wie vor A;=^ 



AR 
R 



Mit wachsendem 



r wächst auch Jb und erreicht seinen Gröfstwert ffir r= 22 (unendlich 

R 

dünner Bing); es wird dann k = — . Für den Kreisring ist also 



4-^-2 • 

Das Rechteck (Fig. 186): Die den Seiten 
als Nullinien entsprechenden 4 Kernpunkte 
Kl, K^ u. s. w. liegen auf den rechtwinklig zu 
den Seiten gerichteten Schwerachsen, welche 
Hauptachsen sind. Der Kern ist ein Parallelo- 
gramm. Die Kernweiten in beiden Sichtungen 



Fig. 186. 




sind kl. 



dh^ 



Fe 12'd>h'h/2 6 



= 77 und Jfcrf= 



Ad3 



12'dh'd/2 



d 
'6' 



Vc, Kern eims Qt4er»chuitit8, 
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Die Biclitungsziffer der Eernsmten ist gleich I-jfc:Jt,i= -: 6 =h:d; 



id »ind also parallel den Diagonalen. 

Das Dmeek (Fig, 187); Jede Verbindungslinie (CJ>) eines 
"Eekpiiiiktes mit dar Mitte der gegenüberliegendeti Seite {AB) bildet 
mit der dieser Seite parallelen Schwerpiinkts- 
1 acliae ein zugeordnetes Achsenpaar. Der der 
Seite AB als Nullinie entsprechende Kern- 
panit A'i raufs also auf der CD liegen. 
Den Abstand desselben vom Schwerpunkte S, 

J 
I die Kern weite Äj , erhalten wir zu k^ = ^^ , 

L worin / difl Trägheitsmoment in Bezug auf 

^MÜe Zur AB parallelen Schwerpunktsachse, nach S*21 J^J^ 




Darauä folgt Jtt ^ - . 
o 



iE 

18' 
Da somit 



l^CD und ^^o^ i^t. 

j>jf=^-j-jt:=-/4,- = - ist^ so liegt JC. in der Mitte von 
'3 6 2 



I 



n. 



<'rK In gleicher Weise erhält man die den Seiten BO und AG 
fntiprechenden Kernpunkte Ä'2 und K^. 

I-Qaerschnitt (Fig. 188): Die den Querschnitt umrollende 
Nullinie schwingt um die vier Infseren Eckpunkte; jedem derselben 
intspricht eine Kernseite; der Kern ist ein symmetrisches ^^^ ^g^ 
Tiereck, ein Parallelogramm und die Kernweiten sind 



k.^ 



und Ärf= 



F.hj^2 — '^" F 
Mit A = 30^», .1^14*^^, //= 12500™*, . 
and jF^82™' wird ^^ = 10,2*^» und k^ — 




Pfeilerqnersclinitt (Fig, 189): Die Nullinie dreht 
lieh um die Eckpunkte 1—8; jedem derselben entspricht eine Kern- 
Seite. Der Kern ist ein symmetrisches Achteck, Die Symmetrie- 



i 



acbsen sind Hauptachsen, Es ist J, 
and 



,^,^l# + 2:0>2f^,,. 



J^^=jjf^ 



+ ^^ = 1.5' 



12 ' 12 



12 " 12 

Die den Querschnittsseiten / und V sowie /// und IV als 

Nullinien entsprechenden Kernpunkte V und 5' be^w. 3' und 7' 
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liegen aaf den Hauptachsen. Für entere erhUt man ans OL 8 
mit (7—0, a« = 0, tgan = Ö und y=±2,0 die Ordinate 



1 ß 
y4«qp-.- — 4:0,50» und fftr letztere 

au8 61. 8a mit o,— 90^, cotgaa = 0, 
ar= + l,o", die Abscisse 

^»= + ^•^ = + 0,25-. 

Ffir den der Nullinie II entsprechenden 
Kernpunkt 2* erhalten wir aus 61. 8 

mit tg a„ = 1— 2 und (fttr Punkt 1) 



Flg. 189. 



y=2« 



j.= — 0,5" 

1 6 



die Koordinaten 

= — 0,33 » 




y*^' 6 2- (-0,5.2) 
und 

In gleicher Weise erhält man für die Nullinien IV, VI und 
VIII die Kernpunkte 4', 6' und 8' mit den absolut genommen 
gleichen Koordinaten. Ffir die dem Eckpunkte 1 mit den Koordinaten 
y = 2" und j?= — 0,5"* entsprechende Kemseite r erhält man 
nach 61. 10 die Abschnitte auf den Koordinatenachsen 

F \0 — Js'^kx 6 0,5 

_r- Querschnitt (Fig. 190) : Die Nullinie schwingt um die Eck— 
punkte 1, 2, 3, 4, 5 und 6; der Kern ist ein unregelmäfsiges Sechseck. 

In Bezug ein rechtwinkliges Achsenkreuz XY ist in Beispiel 5 
S.45 fOr den dort angenommenen Querschnitt ermittelt J«=238""'\ 
jy = 65«»% C=95^ J'=16,4«-V 

Für die Seile I als Nullinie ist a^ = 0, tga»=0. Mit «=0 

und y = 5*" folgt aus 61. 8 

1 238—0 ^^,„ 

y* = — T^ — E — = — 2,9 «■ 



Xjc^^ ' 



16,4 5 
1 95 



16,4 5 



= — 1,16 ' 



Fe. Kern eines Querschnittes, 
9 
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Fflr die Seite II Ut tga, = j^==2,l5 und demnach mit 

y = 5*", ««—0,4«" die Koordinaten des zugehörigen Kernpunktes 
1 238-95.2,15 ^^^^^„ 

«—0,354«", 






16,4 5 — (—0,4.2,15) 
1 95 — 65.2,15 



16,4 5 — (—0,4.2^5) 
Fig. 190. 



+ 0,47 < 




Für die Seite /// ist a„ = 90^ cotgan = und nach Gl. 8 a 
mit y= — 5 «", o? = — 4,6 «" 
1 95 



.r* = 



16,4 4,6 
1 -65 



= +0,86«". 



16,4 4,6 

Ffir die den Seiten IV^VI entsprechenden Kernpunkte er- 
geben sich absolut gleiche Koordinaten mit entgegengesetzten 
VorzeicheiL 

.Es mögen hier noch die Abschnitte po und a^o berechnet werden, 
welche die dem Eckpunkte 1 entsprechende Kemseite auf den 
Koordinatenachsen abschneidet. 



EwmtfT Ahichnitt. EhgtiriiiU und Ffsti^kni gerade StSbe, 



Mit yin=ö^ und ;r|.j-* — 0,4™ wird nach Gl 10 
1 953 -238 65 



y^ = 



j***^ — 



16,4 -^95 0.4 — 65* ö 
1 952— 238 65 



== — l»ü6* 



und 



16»4 95-5 + 23SO,4 



^0,ö9««. 



Unsymuietrischer Pfeilcrquersthoitt (Fig, 191): Die Schwer- 
pQnktabanptaehsen des Querscbnitts und die halben AcbseD m and 
h der Zeiitralellipse seien nach dem im ersten Abschnitt S* 30—38 
tnt wickelten Kegeln bereits ermittelt t« 

Die Bestimmnng da Kernes soll durch Zeichnnug gescheheHifl 
Wir machen AS=a und BS^h nnd bestimmen nach Aoleitnog" 
der Fig. 184 (Regel 1 S, 254) für die Seiten I tmd JJI die Kern- 
punkte r und 3', ebenso für die Seiten IJ and V die Kernpunkte 
2' und b\ Da hierbei die Schnittpunkte der Seiten // omd F mit 
der Haupt acbse / nicht auf das Zeichenblatt fallen^ so sind die 
Seiten in die halbe Entfernung von S parallel verschoben und in 

II V 

dieser Lage mit — und ^ bezeichnet (vergl, S, 255 n^2). 

Da dies Verfahren bei der mit der Hauptachse // fast parallelen 
Seite IV nicht wohl anwendbar ist, so bestimmt man zweckmüfsig 
nach der Eegel 2 8. 254 lu den Qaerscbnittseckpunkten 3 und 4 
die Kernseiten III' und IV\ Diese bestimmen dann den Kern* 
punkt 4' und müssen, wenn die Zeichnung genau ausgefallen ist, 
durch die schon bestimmten Kernpunkte 3' und ö* gehen. 



< 
4 



5* Benotinng des Keines zur Bestimmung der 
Normalspannungen. 

Nach Gl. 12 S* 255 ist die durch eine in einem Querschnit 
punkte b angreifende Normalkraft A' in irgend einem Querschnitts- 

punkte erzeugte Keimalspannurg a= t^ + - — ^-^i darin bedeutet 

I Ja 

i/n die Ordinate des Kraftangriffspunktes h, y diejenige des Punktes, 
in welchem die Spannung o auftritt, bezogen auf ein zugeordnetes 
Achsenkreuz, dessen F^ Achse mit der Kraftlinie hS zueammenfillt, 
und /« das Trägheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die 
A- Achse für parallel den Achsen gemessene Koordinaten. 



4 



Vc. Kern eines Querschnittes. 
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Fig. 191. 
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Für y = e| and ^v = — e^ ergeben sich die Bandspannongeo 



o,^ 



^V_^i>r-y. 



Ö2 = 



JV A^y, 



Nach den Aaaffihrangen anf S. 230 und S. 250 besteht non 
zwischen den Kemweiten in der Bichtnng der Kraftlinie ( F- Achse), 
den änfsersten Faserabständen «^ und e^^ dem Trägheitsmoment /, 
nnd der Qnerschnittsfläche F die Beziehung 



.F=- nnd 



h^'F- 



Jm 



- (?ergl. Fig. 192). 

^2 



Fig. 192. 




Die Widerstandsmomente in der Bichtnng der Kraftlinie sind 
also Wi = kiF und W2 = k2F. Damit erhält man die Band- 
spannungen zu 



11) 



AT A^>yn^iV/ fc2-yn \ 

''^F W2 F\ hi )' 



und 



Wie in Fig. 170 für symmetrischen Querschnitt und Kraft- 
angriff, so lassen sich hier die Bandspannungen ö^ und a^ für be- 
liebige Querschnittsform und Kraftangriff durch Zeichnung er- 

N 
mittein, indem man wie dort 80^-=- und ± der Kraftlinie bS 

F 

macht, von den Kernpunkten 1 und 2 in der Bichtnng der Kraft- 
linie aus durch O gerade Linien zieht, welche eine in ( zur Kraft- 
linie bS Senkrechte in ki und A2 schneiden. In bhi^a^ und 



Vf. Kan nn€$ QuerschnttUs. 



2Ö5 



*"h^==Ö3 (Fig. 192) exhUt man db Randspannungen. Für die 
A^Bf^hrnng dieser Spannungsermittelung ist ereich Üich nur die 
^^nntnis des Kerns und die Lage des Kraftangriffspunktes (> ^r- 
forderlich. 

Die Produkte N'{ki+%fn) und N^ik^ — >/») nennt man die 

» K trnmomente" der äufseren Kräfte m Bezug auf den Quer- 

^^fcnitt BeEeiehnet man sie mit M^^ und JA^, so schreibt sich GL 

'o:rin, je nachdem ^n^h ^hi^^ ist und die Rand^annungan 
^^A und O2 gleichsinnig oder ungleichsinnig sind. Mit i/„ = — k^ 
^*^^ mit ^u — h wird 0^ bezw, 0.^ gleich Null, die Spannong im_ 
^:r]zen Querschnitt gleichsinnig. 

Bezeichnet man das In der Eraftebene wirkende Moment' 
^t^n der äufseren Kräfte mit M, so nimmt GL 12 die Form an 
JV . M iV . M 



22) 



^ = >-A. 



0. = ^ 



* ^ 



'^1 = \^ 



IT. 



^) 



rTo = - 



F ' F'k^ 
N M _ N M 
'F^ \\% F ^ Fk^^ 

Mit N—O entsteht reine Biegung und wird 
M ^ M 

W.^F^k^' 

Die Form F^k, in welcher das Widerstandsmoment des Stab- 

^uerschntttea hier auftritt, läfst die Abhängigkeit desselben von 

^er Kernweite und damit von der Richtung der Kraftlinie erkennen 

Xind man k(^nnte aus der Kernllnie durch einfache Multiplikation 

^er verschiedenen Kern weiten (Fahrstrahlen der verschiedenen 

ICempunkte) mit der Querschnittsfläche leicht eine ir-Linie oder 

ir- Fliehe ableiten. Wir wollen indes hier nur vermerken, daft 

<lor Kern die Ermittelung des Widerstandsraomentes und damit des 

Biegungswiderstandes in der Richtung einer beliebigen Kralltlinio, 

hiw. lur eine beliebige Ängriffäebene der aufaeren Kräfte in der 
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Form F' k in beqiiamster Weise erm^gücht und dafs der Biegangs- 
widerstand fQr diejenige Ricbtung der Kraftlinie seinen OrÖfst- und 
KleiDstwert annimiDtr für welche die Kern weit© k zu einem Maximnm 
oder Minimum wird- 

Mat) erkeoQt darauB t. B. leicht;, dafe ein rechteckiger Stuhqtierfehnitt] 
In df^T Htchtting rechtwiakltg zti fernen Diägonalei] doo klemsten tind In der| 
Richtung seiner Höhe den grofsteo Blegungfi widerstand «u leisten Termnf, 

In Beispiel 3 S* TIS war ftir einfn im Querschnitt _p-fÖrimgeD Balkea 
auf zwei Stützen von 200 «w Weite das Biegongsmoment in der Mitteleben» J 
des Stt^ges fßr ©ine gleich mlfsji^e BpJastuug ron 3 kg f. d, ^™ ru 15000 e^/fc^ 
hereclinei FQr die dort angenommenen Querschnittsabmesenngen trurd« auf 
S. SCrJ die Kern weite in der Richtung des BiegüngÄmomentcs lu I,m ew i»r-| 
mittel t, wahrend die Qüerschnittsflache ^=^16,1«"^* betmg. Dem entspriebt 
ein Widerstandsmoment TF^ 16,4- i^f'*^=lV ™' Darans ergibt alch bei fast 
tßlliger Übereinstimraung mit Beis^^el S S. 248 eine Handspannung 

M 15000 ^,. . 

*f^'^nr=^—r^ — ^^S50". 



w 



IV 



d) Wirkuög von Druckkräften anrserhalb des Kern^ bei stJib- 
ßrmigen Körpern ebne Zugfestigkeit 

Wie auf S. 231 u. S. 252 dargelegt, ruft jede aufserhalb des 
Kernes angreifende Normal-^ oder Längskraft in einem Querachnittt 
nicht nur Spannungen in ihrem Sinne, sondern anch im entgegen- 
gesetzten Richtungssinne wach; eine Druckkraft erzeugt also anch 
Zugspannnngea Kann der Körper äolehe nicht aufnehmen, so wird 
ein Teil des Querschnitts unwirksam ; wirksamer und unwirksanaer 
Teil desselben werden durch eine Nullinie getrennt, deren Lage die 
Bedingung erfüllen mufs, dafs die Mittelkraft der entstehenden 
Druckspannkräfte in die Bichtungslinie der angreifenden Kraft ELllt, 
diese durch den Schwerpunkt des Druckspannungskeiles geht, desseii 
Schneide die Nullinie bildet 

Bei symmetrischem Stabquerschnitt und symmetrischem Kraft- 
angriff ist die Richtung der Nullinie, weil senkrecht tut Kraftlinie, 
bekannt and ihre Lage, sowie die eintretenden Spannungen lassen 
sich nach den Darlegungen S. 233 beurteilen. Sind Querschnilts- 
form und Kraftangrift' nicht symmetrisch sondern beliebig» so ge- 



4 



I 



Fig. m. 
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tsittt sich die Ermitteliiiig der Nullinie und der Spannungg- 
[TerteüuBg im wirksamen Teil des Qaerschnittes wie folgt; 

1. Analytisches Verfahren. 
A N (Fig, 103) sei die gegebene oder versachs weise ange- 
nommene Nnllinie, und der wirksame Teil des Querschnittes» bezw. 
der Spannungskeil, Hege rechts derselben. Wir 
beliehen die Kiäfte auf ein beliebiges Koordi- 
oatenkrenz in der Querschoittsebene, dessen 
F- Achse mit der Nullinie zusammenfällt, 
Die Mittelkraft X aller Spannkräfte mufs 
gleich der angreifenden Kraft sein; das ergibt 
die Qleichung 

1) y^Ja^dF. 

Sind ferner ,r« und Vm die Koordinaten des durch die Nullinie 
festgelegten Spannungsmittelpunktes b, dann müssen in Bezug auf 
die beiden Koordinatenachsen die Momentengleichungen bestehen 

Ist öj' die Randspannung im gröMen Abstände e von der Nnll- 
linie, so ist die Spannung a in einem Abstände x von derselben 




ö = 



*Xi und daher nach Ol 1 u. 2 



7V= 



€ 



'S^^dF^ 



'S, 



e e 

^^'l/m^—^JdF*w-^^-j^^C^if, 

in S das stat. Momerit, / das Trägheitsmoment des wirksamoD 
ersrbnittes in Bezug auf die Nullinie sind und dy das Zentrifugal- 
moment desselben in Bezog auf das gewählte Acbsenkreuz iät. 
Aas 61 3, 4 u. 5 folgt nun 



.v« = - 



Ol'-J 

■.V 



J 

~ s 
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Fällt der nun durch seine Koordinaten Xm und y» bekannt ge- 
wordene Spannongsmittelpunkt bi mit dem Angriffiponkte b der 
Eraft zusammen, so ist die Tersnchsweise angenommene Nallinie 
die wirklieh eintretende and die Bandspannang ö^ kann nach OL 6 
berechnet werden. 

Findet eine solche Übereinstimmung nidit statt, so muft eine 
veränderte Annahme für die Nullinie gemacht und die Unter- 
suchung wiederholt werden. 

Analytisch gestaltet sich danach die Ermittelung der wirk- 
lichen Nullinie und der grorsten Bandspannung ö^\ wenn Quer- 
schnitt und Kraftangriff unsymmetrisch sind, im allgemeinen um- 
ständlicL Nur in dem Falle, wo bei einem vieleckigen Querschnitte 
die Nullinie NN^ (Fig. 194) ein Dreieck BNNj^ abschneidet, 
kommt man einfacher zum Ziele. Der Spannungs- 
mittelpunkt ist stets als der der Nullinie ent- ^' 
sprechende Kernpunkt des wirksamen Querschnittes 
anzusehen. In Fig. 194 mufs daher b auf der 
Mitte der Schwerlinie AB des Dreiecks liegen 

B V 
und daher, wie leicht ersichtlich, u = —^ und 

4 

BN 

t = — j— sein. Man kann daher aus der gegebenen 

Lage des Kraftangriffspunktes b die Lage der Nullinie leicht be- 
stimmen, indem man BN^^Au u. BN=4:t macht Der Span- 
nungskeil hat jetzt die Form einer dreiseitigen Pyramide Ton der 
Grundfläche NBN^ und der in B btattfindenden Bandspannung 
o/ als Höhe. Ist daher F die Fläche des Dreiecks, so mufa 

sein N= und daraus ö^' = — . Ist p. j^^ 

a der Winkel NBNi, so wird 

_ 4w•4^8ina o ^ • j -l 

F= ^ =8-u-t-sina und somit 

o/=| — -^^. Mit a=90MF'g- 195) 

. ^ , 3 iV 
""''^ '^ =8-^- 
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2. Graphiachea Verfahren (Fig, 196), 
In allen Fällön, wo dia rechnerische Bestimmung der Nullin ie 
ad dtr Spannungen zu einer aufserhalb des Kernes atigreifenden 
>r^ekkmft Sehwierigkeiten tuacht, führt das auf S. 236 für sjm- 
naetritchen Querschnitt und Kraftangriff erläuterte graphische Ver- 
fahren nach einer entsprechenden Verallgemeinerung auch ffir be- 
liebige Querschnittsformen und Kraftangriffe bequemer zum Ziele, 
Bei aymmetrischem Kraftangriff war die Kicbtung der Null« 
linie als senkrecht zur Symmetrieachse des Querschnittes von YOrn<- 
herein sicher erkennbar, bei unsymmetrischem Kraftangriff ist dies 
ira allgemeinen nicht der Fall, man hat vielmehr zunächst eine 
Richtung nn der NuUinie fersuchsweise anzunehmen und danach 
deren Lage zu bestimmen* Dies kann dann genau wie in Flg. 171 
S. 236 geschehen, indem man zu dem Querschnitt in solcher Aus- 
dehnung eine Seillinie, bezw. ein Seileck AGB zeichnetj dafa der 
TorauEsiehtlich wirksame Teil desselben sicher einbegriffen ist Zu 
diesem Zwecke zerlegt man den Querschnitt in kleine, der ange-^ 
nommenen Nullinienrichtung n* n parallele Flächenstreifen ^F^» 

AEi und sieht diese als Kräfte parallel der n'n' wirkend an. 

1-2-3 * * , , 10-U ist das entaprachende Krafteck, der PoU 
H die Polweite. Zieht man nun durch den gegebenen Kraft- 
angriffspunkt ^, der zugleich Spannangsmittelpunkt sein mufs, eine 
Parallele zur angenommenen Nullinienrichtung nn bis zum Schnitt^ 
punkte C mit der ersten Seilecksseite I^ bezw. mit der Tangente an 
die Seillinie in A und ton € aus eine Gerade CD so, dat^ Fl. A f^E 
=== Fl. DEG wird, so mufs die NuUinie nn durch D gehen und 
damit gefunden, vorausgesetzt jedoch* dafs die angenommene 
tichtung nn derselben richtig war. Zum Beweise für die dann 
Ptuch richtige Lage der gefundenen NuUinie nn haben wir bei den 
aua der Fig. ersichtlichen Bezeichnungen, das Trägheitsmoment des 
wirksamen Querschnittes in Bezug auf nn nach S. 24 

J=2M'PIAEGDF=2H'YICDF^2b'^-Y^^B'U^t^ 

and das statische Moment S—JT*tt. Danach ist gemäfs Ol. 7 

J IfuurL 






^.r«• 



S Hu 

)ie durcl die Zeichnung gefundene Enlfernang .rj der NulHnie nn 
vom gegebenen Spannungsmlttelpunkte h und damit die Lage der- 
selben i$i also für die angenommene R\e\itaT\% laVx^^^i^ft^ 
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Eä bleibt imn noch zu UDteratichen, ob diese Ricbtutig selbät 
richtig gegriflen war. Zutreffenden Falls mafs dar der gefundenen 
Nullinie entspreehende Spannunggmiitelptinkt by niit dem gegebentD 
wirklichen Spannungamittelpankte h, welche nach obigem beide aaf der 
Geraden Cd liegen, genaa zusammenfallen, die Mittelkraft ^V aller 
Spannkraft« durch b gehen. Die auf die Flächenteile äF^t ^ F^J 

ILS.W, wirkenden Spannkräfte bereebnen sich zu ANi — o^'*-^*AjF^ 



^a; 



^AF^ U.S.W. Verlängert man die Seiten des Sdl- 
IX bis mm Schnitt mit der Nullinie nn. 



€Ck8 /, H III. 

entstehen auf derselben die Abschnitte V-2\ 2-3' , , , * 8'-t>" 
und es ist ersichtlich das statische Moment Wi-äFi = V'2'*H^^ 

H 



^5-J/V=2'-3' i/ u. s. w. 



Danach ist A^^^o{ l'-2', 



-3' u. 8. w. 



werden also aa& den Abschnitten 



Die Spannkräfte AN^^ JJVj * . .,AN^ 
1-2', 2-3' u, %. w. erhalten' 

TS 

durch Multiplikation mit derselben Konstanten o/* — . Sehen wir 

diese Konstante als Krafteinbeit an, so erscheinen die Kräfte A Ni , 
AN^ ^' s. w, je durch einen der Abschnitte 1-2', 2 *3' .... 8'-9' 
ausgedrückt und man kann den Streckenzug r-2'-5* . * * * y' als 
ein den Kräften entsprechendes Krafteck ansehen. Denkt man sich 
nun die einander parallelen Kräfte AN^, i,V^ . , . . um ihre An- 

griffsponkte Äj , S^ ti* s. w. (Schwerpunkte der Fl. AF^, AF^ ) 

einmal parallel der Nullinie nn ujid ein anderes unter irgend einen | 
geeigneten Winkel a (etwa 45^} gegen dieselbe gedreht und in 
beiden Lagen ein Seileck zu den Kräften gezeichnet, so erhält man 
dadurch in bekannter Weise den Angriffspunkt b^ ihrer Mittelkraft, | 
den der Nullinie nn entsprechenden SpannungsTDittelpankt. Da 
indes die Gerade bC als geometrischer Ort des Punktes ä», durch 
Zeichnung der Seillinie AGB schon bekannt geworden ist, so bat 
man nur noch nötig, das ssweite der vorgenannten Seilecke I\ H\\ 
lir . * . . zu zeichnen. 

Das geschieht am bequemsten, indem man nach Wahl eines ' 

beliebigen Poles 0' die den Polstrahlen l\ Il\ IIF ent* 

Sprech enden Seilecksseiten /', n\ IIF um den gleichen 

Winkel a (siehe Fig.) gegen die Polstrahlen dreht, als die Kräfte , 
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A \\ , AN>x , . . gegen die Richtung der Nallinie nn gedreht wurden. 
Eioe ParaHele zu dieser zweiten Kraftrichtang durch den Schnitt- 
punkt L der äufseren Seilecksseiten V und IX' schneidet die Gerade 
h€ in h^^ dem der angenommenen NallinJe entsprech enden Spannung^- 
mittel punkte. Fäl5t dieser wie in der Figur mit dem wirklichen 
Spannungsmittelpunkte (Kraftangriffspunkte) h zusammen, so ist auch 
die angenommene Nullinienrichtung fin richtig und die durch Zeicb- 
Bung erhaltene Nullinie nn die wirkliche. Weicht \ in seiner 
Lage auf der Geraden h<' wesentlich von h ab, so hat man eine 
etwas verSuderte Nullinienrichtung anzunehmen und die Konstruktion 
zu wiederholen, bis ein befriedigendes Zusammenfallen von hy mit 
h erreicht ist. Eine geringe Abweichung hat auf die Bestinimang 
der Bandspannung cj,' keinen wesentlichen Einflufs und kann meist 
in Kauf genommen werden. Wählt man» wie es meist ratsam, die 
Bichtung der Nullinie zunächst in Ühereinstimmung mit derjenigen 
Nullinie Ji|'i*/, wie sie unter Annahme Ton Zugspannungen der 
Kraftlinie hS entspricht, so kommt man der wirklichen Richtung 
meist ziemlich nahe. In welchem Sinne bei erforderlich werdender 
Korrektur die Drehung der zuerst angenommenen Richtung der 
Nallinie zu erfolgen bat^ erkennt man leicht aus der vorhandenen 
Abweichung der Punkte h^ und 6. Ein Verfahren, die erforderliche 
Korrektur der Bichtung Yon vornherein schärfer auszuführen, enthält 
Müller-Breslau, Graph. Statik 1 a Aufl. S. IKK 

Ist die wirkliche Nullinie so mit befriedigender Genauigkeit 
gefunden, so bestimmt sich die Bandspannang 0/ in genau gleicher 
Weise wie in Fig. 17 L Man macht n\ — u, dazu senkrecht 

tk=^~ und zieht durch n und k die Gerade «t- bis zum Schnitt 



mit der in/ Senkrechten zur nf\ dann \%i ft = üy. 

Fig. 11^6 fiteilt den Pfeil eri|uerBclinitt aas Beispiel 1 S. 247 dar; n^iiy' 
ifit die üem dort gegebenen LastaögritTspuukte h beim Vorbau den sein von 
ZugiJ^aBnDQgen enteprecbendeD NtiUinie. 

Die gnoäcliatige Benutzung dieser Richtung führte au der Nullinie «j«, 
und ia d*^m ihr euteprecbenden Spann ungsmittelpunkt h^ , Eine Änderung 
der anfitnglicben Richtung Ton n^n{ in n'«' ergibt die Nullinie i»n und dan 
mit h ^o gut wie genaa xusatumen fall enden Span nun gsmittelp unkt h^ . 

Im Kruftcclc lind die FlacbeoteQe JF auf eine geroeinsnnie Baals von 
2« r<"dtiiiert ynd die Polweite U ist zu 5 »* angenommen. Die tnafsstälbUcha 
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AofidchnüB^ ergibt ii=S,i» nnd e^^S,«», Der Kor[|i»ikimft ^s=s304< 
entspTiclit ein ^ ^ -^ =7a,«kf/m»^T,H»* nud man erhält eine gidlst« Drock- 
spfmnnog 



^1* = 



N e ^l^uS,u 



H 



3,. 



= TOt9,8»*. 



e) Einflufi der FormSndeningen anf die Normalspannoiig. 

Bei ÄbleitnBg der Regeln zmt Bestimmung der Normal- 
spannungen <t aii3 der sie erzeugenden Normal- oder Längskraft I^ 
der äufseru Kräfte (Gl. 8 S, 242 u, GL 12 S. 245) ist der Emflafs 
der durch die letztem herTorgerafenen FormänderuDgen auf die 
SpanDungen o nicht berücksichtigt, Lage and Richtung der ao- 
greifenden Kräfte als nn?erlnderlich angenommen. Tataächbch 
findet mit dem Eintritt der Spannungen eine elastische Form- 
änderung und damit eine gewisse Verschiebung und Bicbtnngs- 
änderung der angreifenden Kräfte in Bezug auf die Stabqnerschnltte, 
in welchen die Spannnngen bestimmt werden sollen, statt und es 
bleibt noch zu uotersuehen, welchen Einflufs diese Vorginge auf 
die Normalspannungen haben. Vorweg mag ben^erkt werden, daTs 
der Einflufs bei im Vergleich zu ihren Querschnittaabmessungen 
TerhältnismSfsig kurzen Stäben in vielen Fällen der Anwendung als 
unerheblich aufser Acht bleiben kann, bei längeren Stäben aber 
unter Umständen Berücksichtigung fordert. 

Die eintretenden Formänderungen bestehen im allgemeinen 
1. in einer Gleitung (Parallelversehiebung der QuerBcbnitte}^ 
infolge dier wirkenden Querkraft {Q^R-mn^ S. 226), 

2* in einer Dehnung infolge der wirkenden Normal» oder] 
Längskraft {N^Etm^ S. 242) und 

3. in einer Biegung infolge des Biegungsmomentes {M^ becw*' 

.V ;/„ und N'.r^ S. 242), 

Der Einfiufs der unter 1 und 3 genannten Formlndeningen ^ 
ist in den meist vorkommenden Fällen der Anwendung unerheblich,, 
?ersch windend und soll hier daher nicht weiter verfolgt, die Dnler- 
luchung vidmehr allein auf den Einfluls der Biegung infolge einer. 
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Fig, 197. 



der Silbachse parallelen nnd in irgend einem Äbstandö von derselb(^n 
wirkenden äufsern Normal* oder Längskraft beschränkt werden.*) 

Wir setzen hier demnach als einzige änfsere Kräfte zwei ent- 
gegengesetzt gleiche, etwa in den Endqnersehnittjen des Stabes in 
irgend einem Abstände c von seiner Achse angreifende Normal- 
oder Längskräflß .Y vorans. Der Stabquerachnitt werde zunächst 
symmetrisch zar Kraftlinie nnd zti seinen Hauptachsen angenommen 
(Fig. 197). 

Die Stabachso nimmt infolge 
des herrschenden Momentes bei den 
gemachten Annahmen eine ebene 
Krümmnng an nnd die Biegnngs- 
linie soll auf ein in ihrer Ebene 
gelegenes rechtwinkliges Achsen- 
kreuz A^Z bezogen werden, das die 
aus der Figur ersichtliche Lage hat. 

Der Hebelsarm der Kraft X 
in Bezug atif die Schwerpunkte der 
einzelnen Stabquerschnitte ist gleich 
der teränderlichen Ordinate 2,, der 
BiegUDgslinie, Ist diese also be- 
kannt, so lassen sich die Spannang- 
Terhiltnisse in den einzelnen Stab^ 
qnerschnitten nach den Ansführungen 
anter a, h und c leicht ermitteln. 
Nach G. 4 a S* 227 ist in einem be- 
liebigen Querschnittspnnkte 

und für : =^ + d die Kandspannungen 
V V* - 

(5 — I- + ^ ''l 

M N positi?, eine Zugkraft (Flg. 197 a), so nehmen die Ordi- 
ntten Zn von den Stabenden nach der Mitte hin ab und damit hei 
prismatischer Stabform auch die Bandspannungen, Der an den 

•) Die BieguDg mfot^e einer lur Stab&chse senkrechte n Kraft ist in il*?u 
ojclBte» Fällen der Ajiweodiiiig (kloin« Darchbie^ng) auf difs Berechnung *lör 
Spatttitiiig«!] ohne w«sentJichea Einflufs tver^l S, 81)» 
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Stabenden auftretende Gröfstwert der letztem ist also ebra so grois 
als er ohne Berücksiehtigang der Biegung in allen Stabquersehnitten 
sein würde. Dieser Belastongsfall durch eine exzentrische Zugkraft 
erfordert daher f&r die Anwendung eine weitere Untersuchung nicht 
und wollen wir ihn deshalb hier ausscheiden. 

Ist N dagegen negativ, eine Druckkraft (Fig. 191 h), so nimmt 
Zn nach der Stabmitte hin zu; die Bandspannungen a^ und ö.^ 
stimmen . nur in den £ndquerschnitten mit den ohne Berücksichti- 
gung der Biegung sich ergebenden überein, werden aber nach der 
Stabmitte hin mehr oder weniger erheblich gröber als diese und 
die Kenntnis der in der Stabmitte auftretenden GrOistwerte ist 
daher von Wichtigkeit. 

Für die Biegungslinie gilt, abgesehen von der eintretenden 
geringen Verkürzung des Stabes, die S. 87 abgeleitete Grund- 

- . , drzn M 

gleichung ^^ = j^. 

Mit M^^ — X'Zn wird, wenn man ^, = -^ setzt, 

d ^n *M 

oder, beiderseits mit dzn multipliziert, 

dZn d^Zn ZndZn 

dx da' r^ 

und daraus durch Integration 

fd - \2 



1) 



xJ H 



d'* 
Für -^ = 0, d. i. in der Stabmitte, nimmt r„ seinen Gröfstwert an. 

ax 

2 
Bezeichnen wir [diesen mit a, so wird C=— 5- und wir erhalten 

nach Einsetzung dieses Wertes und entsprechender Ordnung 

2) . — "- = — . Die weitere Integration liefert 

3) arc sin — = — + Ci oder 

a r 

4) -^ = sin( — h CA ==sin~-cosC. + cos — -sin Ci. 



Fe, Einflufa der Formändertingen auf die Normalspannung, 275 

X sc 

Für ir = wird 8in- = 0, C08- = l und Zn nimmt seinen 
r r 

Kleinstwert c an; es wird — = sinOi. Für a? = ? wird gleichfalls 

2n = c und daher nach Gl. 4 



— 1 — cos- 

a \ rj 



cosC,^ TT— ==a'*^V 

sin- 
r 

Die Gleichung der Biegungslinie lautet daher 

sc L cc 

5) ^n = sin — • <? • tg ^r- + cos — • <?. 

r Zr r 

Daraus folgt fOr die Stabmitte mit x^- die gröfste Aus- 

€) a = ^.gin — -tg— +<?.cos-— und mit - = l/-7i^ 

2r °2r 2r r 1 JE 



7) a=- 



cos 



(fVÄ) 



Bei der Ausrechnung des Wertes fQr a kann man mit ge- 
nügender Annäherung den cos- Wert des Nenners durch die ersten 
beiden Glieder der cos-Beihe ersetzen, so dafs 

8) ^'rr = ^-2i2lJEl^'--8'jE ^^^^^ 

Die grorsten Bandspannungen in der Stabmitte ergeben sich zu 

Eine hölzerne Säule yon quadratischem Querschnitt 25/25 cm und einer 
Länge 2 = 500«™, wird in ihren Endquerschnitten je Yon einer Druckkraft 
JV^=— 10000 kg so ergriffen, dafs c=10cTn wird. 

Damit yrird 

- = - — ^ 10,85 cn> und 



cos 250.]/-^ cos 250.1/ 



10000 



cos 0,4 0,981 



120000.25* 



* — _ ( 1^^ + 10,8s. 10000 \ _ — 57,5 »t 
*!" l 25« - 253 / +25,7»f 

Für J = 10 m = 1000 c» wird a = 12,i «» und 

__ ( 10000 ■ 12,5 ■ 10000 \ _ — 64 *t 
'^J— l 25« - 25» /"" + 3?»f 



18* 



276 Zweiter Abschnitt, Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe, 



Ohne Berücksichtignng der Biegung in beiden F&llen 
/ 10000 , 10- 10000 \ __ — 54,4 »t 
- 25» /'~'+22,«»f 



^J="l"25^ 



Es mag hier noch bemerkt werden, dafs bei kleinen Exzenta-itäten 
c f&r den Kraftangriff und bei langen Stäben die Beurteilong der 
Tragsicherheit eines Stabes vielfach zutreffender nach den weiter 
unten abzuleitenden Regeln fQr die Zerknickung beurteilt wird als 
nach Ol. 9. Eine Vergleichsrechnung hat gegebenen Falls zu ent- 
scheiden (vergl. Beispiel 2 S. 277 u. 289). 

Ist der Stabquerschnitt nicht symmetrisch in Bezug auf die 
Eraftebene (Fig. 198), so ist nach den AusfBhrungen unter b (S.245) 
auch die Spannungsnullinie oder 



Fig. 198. 



\ 



/ 



/ 



/ 



•\ 






\ 



N 






^^' 



die Biegungsachse der einzelnen 
Querschnitte nicht senkrecht zur 
Kraftlinie, die Ausbiegung er- 
folgt nicht in der Kraftebene, 
sondern die Ebene der Biegungs- 
linie ist senkrecht zur Nullinie 
gerichtet, welche letztere eine der 
Kraftlinie zugeordnete Richtung 
aufweist. Zn ist senkrecht zu der 
der Nullinie parallelen Schwer- 
achse n^Ut zu messen und auf 
diese auch das Trägheitsmoment J 
zu beziehen, so dafs in 61. 9 
J mit Jn^ zu vertauschen ist. 
Für die Randspannungen a^ und a^ hat man jetzt außerdem im 
allgemeinen zwei verschiedene Abstände e^ und e^ zu unterscheiden, 
beide gleichfalls senkrecht zur n«n« gemessen. 
Es wird dann für die Stabmitte 






10) 



11) 



Zn—a = - 



<;sina„ 



COS 

N 



2 \ J. 



nnd 



E 



"'^F • J, 



a- N 



öb=- 



N a-N 
Jnje^ 



Vf. ^fitrtsche Dnickb€l€tstutig ; Knick ttn*}. 



•IT 



Ein 2^Bö™ langes ungleichachenkligei WinkeloUeü lOXl^X],**^"* stark 

^i|*. T3S) wird im Punkte b im Abstände c^^^cm ygn sdnem Schwerptmkte, 

aUel dtvm Mageren Schenkel gemessen, von einer Norm alkraft N^ —bOQO^^ 

ck kraft) ergriÜ^n; wekbe gröfsteu Spannnug^n <r, nnd ^r^ treten ein? 

Be lUolinmig ergibt Jg — mQ^^\ /^ = 3D*jeai*, C^^ — 375ca% F— 35,nc** 

bd fÄT die Hlclitnog der d«r F- Achse uls Kraftlinie angeordneten Schwer- 






^^333 «na*. Ans Gl. 10 folgt 



Nach GL I S. 32 wird 



5 ' 0,1-* 



5 - 0,T3 



cos 



2 \ 335^2000000 



5000 



cosO,ti cos 15^39' 



7=V^ 



Ferner ist *i = 6,t »» , e, = 5,» «", also 



000 , 3,ii-5000\ ,,, . . 



U5,«ii 



^_/5000_3,.^5000\ 

l35,ti 335/5,t / ^ 



Die Sicherlieit den Winkeleisens gegen Zerdrücken ist also bei einer 
Fettigkeit des Stoffes 7on 3500»* eine -^^5^— G Vi fache. Bestand© der Stab 
BS Oufoeisen mit einer Dmckfestigkeit ron 7000 »* und einer Zngf**stigkeit 
bn 1300**, 80 würde die Sicherheit gegen Zerdrücken eine -^77^^ 13iaclie 



laoo 
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nd gegen Zerreifüen nur eine ^r7ö-=^riind 9 fache sein; tretzdem der Stab Ton 

14a 

einer Dmckkraft ergritleo ist, würde seine Zerstörung durch Zerreifsen er- 
gem. In Wirklichkeit ist wogen der ©introtendun Knickwirkung die Sichar- 
iit gegen Bruch erheblich geringer (vergl Beispiel 4 S. 289 J, 



f) Zeutmelie Druekbdastiing ; Kukkang. 

Wird tßi der anter behandelten Angriffsart eines Stabes 
_döreh eine negative Lingskraft (Draekkraft) parallel der Achse des- 
^Iben im Abstände c ?on dieser c = 0, so geht der Kraftangriff 
einen zentriachen über (Fig. 199). In GL 7 S* 275 wird, solange 
er Nenner des Bmches auf der rechten Seite gröfser als Null kU 
lit c auch a gleich Null Theoretisch liegt demnach ein Anlafs 
im Aushiegen des Stabes nieht vor und man mfitste erwarten^ 
if^ bei hinreichender Steigerang der achsialen Druckkraft eine 
ersWrang darch Zerdrücken erfolgen würde* Infolge unverraeid- 
lieber TIngenaaigkeiten im Kraftangriff, oder geringer Ungleich- 
jiäfsigkeit des Stoffes, aas dem der Stab besteht» tritt indes er- 
bhningegemirs, wenn seine Lflnge im Vorgleich zu seinen Quer- 
hnittsabmessnngen ein gewisses Mafs überschreitet, bei hinreichender 
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Fig. 199. 

1^ 



1) 



Qröfse der Kraft N seitliche Ausbiegang, Enickung ein (vgL S. 51), 
die sich auch theoretisch wie folgt erklärt: Erreicht nämlich die 
Druckkraft N ein solches Mafs, dafs in 61. 6 n. 7 

cos2;:=cos2.|/;^=0 

wird, so vermag sie dem Stabe jede Ausbiegang a 
beizubringen, denn mit c = wird nach Gl. 7 0-a=0, 
was der Forderung der Gleichung genügt. Einer 
solchen Kraft gegenüber befindet sich der Stab auch 
bei völlig gleichmäfsigem Stoff und genau zentrischem 
Kraftangriff bezüglich der Aufhebung der äufsern und 
Innern Kräfte im unsichern, labilen Gleichgewicht 
uud jede noch so kleine Abweichung von dem ge- 
dachten genauen Zustande führt zu einer mehr 
oder weniger plötzlichen Ausbiegung. Die Kenntnis 
der kleinsten Druckkraft N, welche solche herbei- 
zuführen vermag, erhält man aus der Bedingung 

cos TT— = 0, d. i. cos— = 1, der zufolge 
2r r 

— = ;r oder 



— = n;r sein mufs. 
r 




Setzt man 7=]/;^ (vergl S. 274) in Gl. 1 ein und löst für y 
auf, so folgt 



I) 



3^= 



12 -• 



Eine solche Achsialkraft .V, und natürlich auch jede gröfsere, ver- 
mag danach dem Stabe jede beliebige Ausbiegung a beizubringen, 
ihn also auch zu brechen, zu zerknicken. 

Über die Bedeutung der Zahl n gibt die Biegungslinie, bezw. 
deren Gleichung Auskunft, die wir aus Gl. 4 S. 274 mit c = wie 

folgt erhalten: Für .r = wird ^« = ^ = 0, sin — = 0, cos — = 1; 

V V 

daher sin C^ = 0, 0^ = und cos Ci = 1 . Als Gleichung der 
Biegungslinie für achsialen Kraftangriff ergibt sich somit unter 
Beachtung der Gl. 1 

2) ^n = « • sm — = a • sm — - — , 

r t 
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ifreo geometrischer Ausdruck im allg&meineti eint Wellenlime ist; 
denn alle Punkte derselben, flr welche - sich um 2;r hezw. 2n7t, 
ftlsa die Absdsse 



Fig. 200. 



um 2ryt hezw, 2nr7r unterscheidet, 

weisen gleiche Ordinaten z^ und gleiche Richtung der 

Biegungslinie aut Das Mafs 2rJt bezeichnet alao die 
LXänge einer ganzen und mA dasjenige einer halben Welle 
[(Fig. 200). 

Weil nun nach Gl 1 Z=^ nr^r— ». x, se ist n die 
iXahl der halben Wellen, welche in der Biegungs- oder 
rKmcklinie vorkommen, Sie ist, wie leicht ersichtlich, ab- 

bäogig von der Art, wie der Stab eingebaut oder fest- 
1 gehalten ist (Kg. 201), Er wird immer so knicken, dals die 

kleinstmflgliche Zahl von halben Wellen entsteht, denn je kleiner n, 

um so kleiner ist nach Gl I der Knickwider- 

ftasd, d. h. der äufserste Widerstand, welchen 

der Stah seiner Knickung entgegen zu setzen 

vermag. 

Ist der Stab daher nur an seinen Enden 

drehbar festgehalten, so wird er in einer halben 

Welle knicken; es ist n = l 




.V= EJ 



r- 



.Y=4 



[bt er auch in seiner Mitte bei C drehbar festgehalten, so knickt 
[er nach zwei halben Wellen; es ist n = 2 

In vier gleich weit voneinander entfernten Funkten festgehalten, 
entstehen drei halbe Wellen; es wird n = 3 und 

Der Knick widerstand eines Stabes in einer bestimmten Richtnng 
ist nach GK I verhältnisgleich dem Trägheitsmoment des Quer* 
schnitte« iö Bezug auf eine Achse senkrecht zu dieser Richtung. 
Er ist also wie dieses im allgemeinen mit der Richtung der betr. 
I Qaersehnittsachse veränderlich und am kleinsten in der Richtung 
rechtwinklig zur Hauptachse //, fGr welche das kleinste Haupt- 
trägheitsmoment ./a in Frage kommt^ Dieses ist daher bei An- 
wendung der GL I zu benutzen, Ist die Zentralellipse des Stab- 



2>^J Zm^cc^ Ahit/Am*gi. Elmmk£a4t «»4 F^Xt^pUm yrmi^ ^ifkL 



nfltnAaasUB dm KrcH» io kt da* Kaickmiigasami waA aOci 
bat EfTtMi der T4C!t'^ai«m rflct«fsickxi«. 'vniBiä. «su Ezxft 




JkxMf^Jk^ 4t btBTWnfKkR», iIk 4» 5tftb laek a knexcK r^ 

Bit a&i^^fUutem Vetnebre« skitt paz ^bcr»ä. En» fcÜsSm 

4«r BknaeilxBie. bei wdch^r zia ftatt «kr Aaglli ■ iii^Vklii^ dv 

</'v If I If 

BkCTBgilwk t5=^t»- ^ geBwwre «iL — = r:-Fr' 'UJi^hfe (sebe 

(jTWkhfft Tbttont «kr EkftizzUt ^la*! Festigkeit, f^hrt d««s &3di Bieh eäer 
cxftäikilkberen Becbmme F3 der etvais befricdieebierea Lä«s3jr. da^ soUd 

4k £;racfcknft des Wert — ^7-^ errckbt hat, die Aubk^^u Mcb skbt 

}ed« belkbii^« Grofie uniebiLeB kann, sonders zssiclut s-jcb Nsl bkibt to^I 

ent mit einer gewissen kkinen Cbers^breitQng des Wertes — jr— ön« inni 

zwar dann ganz bestimmte Grjfse 1 errekht. Wendet xan aber die 
sebiifere Gkkhang anf bestimmte Fälle an, so ergibt sich. da£s die Ver- 
gröfserang Ton X bei Stäben Ton TerhiltnismäMg grofser Länge nur sehr 
gering zo sein branebt, am eine nnzTilässig groCse Dorehbieguig herrorzc- 

bringen. y=JJ'J'^ i§t daher auch nach der schärferen Bechnnng wenigstecs 

aDnähemngs weise als die zerknickende Kraft, der Knickwiderstand zu be- 
zeichnen. Dk genauere Untersochnng in diesem Sinne fahrt danach far 
die Anwendung za keiner wesentlich besseren Lösang, als die hier gegebene 
Entwicklang and bt aas diesem Grande hier nicht mitgeteilt. 

Die Gleichnog f&r den Enickwiderstand mit u = l 
h) ^i== — p — = ±.±'n"-^ 

wurde yod Ealer entwickelt and wird nach ihm als die Ealer'sehe 
Formel bezeichnet. Darin ist t der kleinste Trägheitshalbmesser 
des Querschnittes. 

Aus dem Enickwiderstande N (61. I^) erhält man die Knick- 
festigkeit, d. h. die im Augenblicke der Zerstörung im Brach- 
querschnitte herrschende mittlere Druckspannung 

Wie weit man sich mit der Belastung eines Stabes durch eine 
Achsialkraft dem äufsersten Enickwiderstande, bezw. mit der ein- 
tretenden mittleren Enickspannung der Enickfestigkeit nähern darf, 
hängt von der Wichtigkeit des zu erfüllenden Zweckes, von der 
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Art des BaoTerbandes, in welchen der Stab eingebaut ist u, s, w. 
ab und ist im wesentliclien Sache der ErfabruBg. Bei ruhenden 
Bau verbänden pflegt man bei Verwendung Ton Schmiedeisen etwa 

($^ bei Guraeisen V^ und bei Holz Vio des aulsersten Knick wider- 

tandes als zulässige Betastung zu wählen. 

Je kleiner die freie Länge / des Stabes von bestimmtem Quer- 
schnitt ist, desto grÖCser berechnet sich nach GL Ij sein Knick- 
widerstand. Für einen gewissen Grenzwert der Länge / wird 
^dieser gleich dem einfachen Druckwiderstande bei angenommener 
^pleichmäfsiger Verteilung der Druckspannungen über den Stabquer- 
^schnitt. Jener Grenzwert der Länge müfste a.lsa als die äulserste 
' Grenze der Anwendbarkeit der Eulerschen Formel angesehen 
werden, denn für kleinere Längen wurde der Knickwiderstand den 
Druck widerstand übersteigen und dieser letztere daher für die Be- 
urteilung der Tragsicherheit des Stabes mafsgebend werden müBsen. 

^B Der genannte Grenzwert der Länge I ergibt sich aus der 
^Gleichsetzung dos Druck- und des Knick Widerstandes, beiw, eines 
gleichen, dem verlangten Sicherheitsgrade entsprechenden Bruch- 
teiles von beiden* 



Man erhält FD-- 



P 



• = n^* • EF' -ß , worin /> die Druck- 



l^keit des Stoffes bezeichnet (rergl. S. 55). Die LOauog für l ergibt 



l 



= :r.,j.'- oder y = «-|/^ 



Für Schmiedeisen mit 13 = 3500»* und £= 
beispielsweise 



'2000000»» wird 



olz mit 2>=50CM« und i:= 120000" 




Ua,».]/ 



2000000 _ 
~35ÖÖ '^* 



l il 12000 



=49. 



Je nachdem für Schmiedeisen 



7 5 75 und für Hob 4>4!t 



Bt, w&rde danach die Tragfähigiceit des Stabes in aehsialer 
iichtnng nach der Ealer'scben Formel oder nach den Regeln der 



282 Zweiter Abschnitt. Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe. 

Druckfestigkeit zq beurteilen sein. Es erscheint nun aber aus- 
geschlossen, dafs eben innerhalb jener Längengrenze schon eine 
gleichmäfsige Verteilung der Druckspannungen über den Querschnitt 
stattfindet und eben außerhalb derselben bereits eine Verteilung 
nach dem reinen Biegungsgesetz unter völliger Vernachlässigung 
der reinen Druckspannungen vorausgesetzt werden kann. Vielmehr 
mufs für ein gewisses Übergangsgebiet beiderseits der oben er- 
mittelten Grenze für das Verhältnis -r ein Zusammenwirken der 

i 

Biegungs- und Druckspannkräfte im Gleichgewicht zwischen der 
Achsialkraft .V und den inneren Spannkräften vorausgesetzt werden, 
d. h. im Augenblick der Zerstörung werden die gröfsten Spannungen 
im Bruchquerschnitt durch die Gleichung 

4) (T=^ + - — - — bestimmt. 

^ F J 

Je weiter das Längenverhältnis - sich nach unten von obigem 

Grenzwerte entfernt, je mehr wird der Anteil des ersten Gliedes,, 
je weiter es denselben nach oben überschreitet der Anteil des zweiteiw 
Gliedes zur Entstehung der Spannung a und zum Bruch beitragen. 
Von diesen Erwägungen ausgehend, ist unter Benutzung der 
Euler*schen Formel die Formel voiv Schwarz und Kankine ent- 
standen. Nach der Euler *schen Formel ist der Enickwiderstand 

N= — Tj— und nach Gl. 4 (7i=-, H j—^. Vernachlässigt man 

hierin zunächst das Glied — , so wird N=— — . Beide Werte für 

N werden gleichbedeutend, wenn man unter a^ die Druckfestigkeit 
D versteht. Die Gleichsetzung ergibt 

Diesen Ausdruck für ae^ könnte man an betreffender Stelle in 
61. 4 einführen. Da indes die Gl. 4 sowohl als die Euler*sche 
Formel auf Grund des nur innerhalb der Proportionalitätsgrenze 
gültigen Hooke'schen Gesetzes abgeleitet ist, bleiben sie fQr den 
der Bruchgrenze entsprechenden Wert D (Gl. 5) nicht ohne weiteres 

mehr gültig. Wir setzen daher — -^ = a und erhalten a€i = a-P^ 

worin nun a eine durch besondere Versuche zu ermittelnde 
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Ehniogszabl ist. Damit wird nach Gl. 4 die darcb die acbsiate 
Prackkraft JV erzeugte Druckspannung 



0, = ^ + 



X-a-l^ 



-U^-'4)- 



^ Im AngenbUcke des Braches wird ö^ gleich der einfachen 
l Druckfestigkeit J? des Stoffes uod man erhält die Kmckfeatigkeit 
■fTergl S* 280) zu 



^-^- 



1 + 



Fflr Schmiedeisen kann «= 



1 

lOiXX)' 

1 



fBr Gufseisen und Holz a = r~; gesetzt werden. 

oOOO 



Prof. Schwarz (in Hannover nnd Berlin) und Prot Rankine 
(in Glasgow) haben unabhängig von einander GL II aufgestellt 
Nach den Darlegungen auf St 282 bietet GL II in dem Grenz- 
gebiet, wo die Gefahr des Zerknickens mit wachsendem - allmählich 

I^^Bber wird, als die des ZerdrQcketi3, gewisse Vorteile, ßamentlich 
^^H^ dafs die Biegungs- und Druckspannungen in einer dem Wesen 
^■er Spannungs?arglinge im allgemeinen wohl entsprechenden Weise 
^■nebeneinander berücksichtigt werden. 

^m Neuere Versuche, namentlich von Bauschingeri C Bach und 
^n. Tetmajer haben indes ergeheu, dals das in GL U gegebene Gesetz 
^■er Abhängigkeit zwischen den Spannungen a und dem Längen- 
Verhältnis -, tDshesondere für grofse Werte des letztern, mit der 

Wirklichkeit nicht befriedigend übereinstimmt Die Ableitung der 
GL II befriedigt auch insofern nicht, als sie von der Annahme aus- 
geht^ dafs die Zerstörung stets durch die mit .V gleichsinnige 
Spannung ö^ , also eine DruckspaiJiiung erfolgt, was bei grofsen 

Werten ?on -, wenn es sich nm Stoffe von erheblich geringerer 



k 



Zug- als Druckfestigkeit bandelt^ wie Gufseisen, nicht zutrifft 
Die Versuche von v, Tetmajer haben gezeigt, dals 



die 



Tetmajer haben gezeigt, 
Euler'sche Formel für folgende Werte TOn - einen mit der Wirk- 
lichkeit befriedigend übereinstimmenden Knick widerstand ergibt 
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1. 


Fflr Schweiöeisen 


4>112 


2. 


„ Flufseisen 


i>105 


3. 


„ Gnlsasen 


|> 80 


4. 


„ Infttrocknes Holz 


->100 

» 



Für onterhalb dieser Grenzwerte gelegene Längenverhältnisse 
hat y. Tetmajer ans seinen Yersnehen fBr die Knickfestigkeit obiger 
Stoffe folgende empirische Formeln abgeleitet: 

1. Für Schweifseisen bei - = 10—112 

t 

l>fc =(3030 — 12,9 1)*'. 

2. Für Flufseisen bei -=10—105 



III) 



l>fc =(3100-1 1,4 1) 

3. Für Onlseisen bei - = 5—80 



«\*» 



»t 



2>fc =( 7760 - 120 1 + 0,53 (^)'\ 

4. Für lufttrockenes Holz bei -=1,8—100 

t 

l>fc =(293- 1,94 1)*\ 

Der Enickwiderstand, bezw. die Tragkraft N ist in allen 
Fällen N=F'Dic. Bei Ermittelung der Querschnittsabmessungen 

ist die zulässige mittlere Spannung gleich — - zu wählen, worin 

der Sicherheitsziffer m für die einzelnen Stoffe die weiter oben 
genannten Zahlwerte beizulegen sind. Der erforderliche Querschnitt 

ist dann F= ^ . 

Bechnet man nach den Gleichungen I, II und III z. B. für 

Schweiäeisen und Gufseisen für verschiedene Werte von — die 

Knickfestigkeit Dt in ^^ aus, so erhält man die aus folgrader 



r 



Vf, Skntrische Druckbelastung; Knickung, 
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Tab«lle ersichtllctren Festigkeitszahlen, wobei der Gl. II eine ein- 
fitche Druckfestigkeit fBr Schweilseisen Z>=»3500^S für Gnfseisen 
-C>=7000»* zu Grande gelegt ist. 



l 

i 


Knickfestigkeit B^ in 


at 


Nach Euler 


Nach Schwarz 


Nach y.Tetmajer 




at 


at 


at 




A. Für SohweiHBeisen. 




10 


— 


3460 


2900 


20 


— 


3365 


2772 


50 


— 


2800 


2385 


80 


3100 


2125 


1988 


90 


2170 


1940 


1870 


100 


1980 


1750 


1740 


112 


1580 


1550 


1585 


150 


880 


1080 


— 


200 


495 


700 


— 




B. Für Gurseisen. 




5 


— 


6975 


7174 


20 


— 


6481 


5572 


1 50 


— 


4667 


3085 


1 80 


1547 


3070 


1552 


1 100 


990 


2334 


— 


1 150 


400 


1270 


— 


1 200 


248 


778 


— 



Danach stimmen die Ergebnisse der Schwarz -Bankine^schen 

IPormel II bei Schweifseisen für mittlere Längenverhältnisse - 

einigermafsen mit denjenigen nach der Euler'schen Gl. I und mit 
den neueren Versuchsergebnissen Qberein, weichen aber f&r Gurs* 
eisen von beiden sehr erheblich ab, was seinen Grund darin haben 

dürfte, dafs für mittlere und gröfsere Werte von - bei Gulseisen 

die Zerstörung durch zunächstige Überwindung der Zugfestigkeit^ 
nicht aber, wie die Schwarze'sche Gl. voraussetzt, der Druck- 
festigkeit erfolgt. 

Verschiedene Fälle der Inansprachnahme auf Zerknicken. 

In den vorstehenden Entwickelnngen wurde vorausgesetzt, dafs die 
Druckkräfte N genau in den Schwerpunkten der Endflächen 
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Fig. 202. 



aDgriffen, so dafs an diesen Stellen das Moment Null war. In^er 
Wirklichkeit wird dies nur dann annähernd zatrefiFen, wenn die 
Übertragung der Druckkräfte auf den Stab mit Hülfe von Spitzen, 
Gelenken oder wenigstens abgerundeten Endflächen erfolgt, die dem 
Stabe eine bestimmte Kichtung seiner Enden nicht aufzwingen. 

Ein solcher Stab (Fig. 202) wird in seiner Mitte zu der 
ursprünglichen Achsenrichtung parallel bleiben, sich also in seiner 
einen (oberen) Hälfte ebenso verhalten wie ein an 
dem einen (unteren) Ende fest eingespannter oder 
mit breiter Fläche unterstützter Stab, der am 
anderen (oberen) freien Ende belastet ist. Bei 
einem Stabe letzterer Art von der freien Länge 
li darf mithin zur Berechnung der Tragfähigkeit 
nicht diese Länge Z^ für / in die Formeln I bis III 
eingeführt werden, sondern es ist in jenen 
Gleichungen l==2Ii zu setzen, so dafs beispielsweise nach Euler 

sein würde, zu welchem 




die zerknickende Kraft N=- 



4?! 



Er- 



gebnis man auch gelangt, wenn man in Gl. I die Zahl n der halben 
Wellen gleich Vs setzt. 

Ist der Stab von der Länge li aber an beiden Enden fest 
eingespannt oder mit breiten Flächen aufgelagert (Fig. 203), so 
ist eine seitliche Ausbiegung nur mittels zweier 
Wendepunkte D und E in der Biegungslinie 
möglich. Das Mittelstück DE zwischen den 
Wendepunkten entspricht einer halben Wellen- 
länge, während AD und BE je ein Viertel 
Wellenlänge darstellen. Da nun die Gl. I, II und 
III sich auf den Grundfall beziehen, wo der Stab 
sich nach einer halben Welle biegt, so ist Z= V2?i 

in die Formeln einzusetzen. Die zerknickende 

;r2 
Kraft würde mit n = 2 nach Gl. I N^AEJj^ sein; dieser Fall 

ist daher günstiger als der Grundfall. 

Ist der Stab an dem einen (unteren) Ende eingespannt, an 
dem anderen aber so gehalten, dafs er hier eine beliebige Neigung 
annehmen, sich aber nicht aus der ursprünglichen Achse entfernen 
kann (Fig. 204), so ist zu dieser Führung eine besondere seitliche 
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Kfaft erforderlich* Die Biegung bedingt einen Wendepunkt C. 
Man kaoD diesen Fall in ühnHcber Weisse besonders entwickeln wie 



Fig, 204. 



I 



am Grandfall (s. Grashof, Theorie der Elastizitilt 
und Festigkeit, 2. Aufl,, S. 166; Winkler. Lehre 
Ton der Elastizität und Festigkeit, S, i81), doch 
Wällen wir uns hier darauf beschränken* das Er- 
gebnis anzufahren, dals die zerknickende Kraft etwa 

wird* Man kann hiernach auch auf diesen Fall die Grundformeln 
I, II und ni anwenden, nur naufs als Grundlänge l die Strecke 



i?C= 



s -^^ 0,707 ^1 eingeführt werden. 



(Der Wendepunkt C liegt 



etwas tiefer als der untere Drittelpunkt.) Die Tragfähigkeit ist in 
diesem Falle doppelt so grofs wie in dem Grundfalle. 

HHufig passen die gegebenen Umstände eines gedrückten 
Stabes auf keinen der besprochenen Fälle mit genügender Ge- 
nauigkeit Stützt sich t. B, ein Stab von der Länge l^ mit eben 
bearbeiteten Enden gegen feste Flächen, so sind die Enden weder 
ganz freif noch auch als unwandelbar eingespannt zu betrachten* 
Eä wird also die Grundlänge zwischen den beiden Wendepunkten 
f^y'ili, aber auch /<c/j sein. In solchen und anderen nicht 
ganz sicheren Fällen ist es ratsam, mit der nngünstigeren Annahme 
l=li zu rechnen und die (vielleicht) günstige Wirkung der ebenen 
Endflächen lieber zu Yernachlässigen. 

Ist ein Stab nach allen Richtungen in gleichem Mafse frei 
oder in gleichem Mafee fest eingespannt, so kommt nur das kleinste 
Trägheitsmoment des Querschnittes far die Widerstandsfähigkeit 
gegen Zerknicken in Frage (vergl. S. 279)* In solchen Fällen sind 
diejenigen Querschnittsformen vorteilhaft, für weiche die Zentral- 
ellipse ein Kreis wird; es ist dann nach allen Richtungen gleiche 
Steifigkeit vorhanden; eine Tergröfsernng der Steifigkeit nach nur 
einer Richtung wäre offenbar unzweckmäfsig* Kreis, Quadrat, 
Ereisring, hohles Quadrat, krenzfftrmiger Querschnitt u. dgl ergeben 
mh hiernach als geeignete Querschnittsformen, 
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Anwendangen. 

Beispiel 1: Eine gnrseiserne Säule von 5,om Höbe soll mit BOOOOkr 
acbsial belastet werden. Der Qaerscbnitt sei ein Ereisring. Die Saale soll 
unten mit ebener Fläcbe aufruben, oben drebbar, aber durch das Gebälk in 
ihrer Achsrichtung geführt sein. Man würde demnach hier als GnmdläDge 

nur l = —^ zu rechnen brauchen, doch soll auf diesen günstigen, aber nicht 

hinreichend sichern Einfiurs keine Rücksicht genommen, vielmehr 7=500«» 
gesetzt werden. Die Sicherheitszifer möge gleich 6 genommen werden. 
Sind D und d der äufsere und innere Durchmesser, so ist 

Benutzen wir zunächst die Euler* sehe Formel und nehmen nach S. 284 
6 fache Sicherheit an, so ist als zerknickende Kraft ^==6-60000 zu nehmen, 

(1)1 -_ d*) - T^ 

und man erhält 6-60 000 = 1000000.-5^ ^. tk;^ - Büttels dieser 

64 500' 

Gleichung kann selbstverständlich nur eine Unbekannte bestimmt werden. 
Wir nehmen daher willkürlich etwa D = V«o7='25cm an und lösen die 
Gleichung nach d auf, was rf = 21,3cm ergibt. Daraus erhält man den Quer- 
schnitt 2^=135q''m und mittlere Knickspannung -—=——- = 444«*. 

Rechnen wir nun zum Vergleiche mit der Schwarz -Bankine 'sehen 

7000 
Formel, mit der zulässigen Druckspannung rri=— ^= 1167»*, so wird. 

,,^^ 60 000 / 1 5002.16 , ,\ T ^ 1. V. T^ o- 

;^r:^;;z:»(^H^^ ^ Legt man auch hierD = 2o- 

zu Grunde, so liefert die Gleichung (l = 22,6cin und die mittlere Druck- 
spannung (Knickspannung) wird ^r = —^ — = 680 »*. 

Nach der v. T e t m a j e r ' sehen Formel Gl. III3 erhält man bei sechs- 

J^k TT 

facher Sicherheit -^ ' j * (-^' - ^^) = ^^ ^00, d. i. 

und daraus mit D = 25c™ (i = 20,Bcm, Die mittlere Druckspannung wird 

Die Ergebnisse nach Euler und v. Tetmajer stimmen noch be- 
friedigend überein, dasjenige nach Schwarz weicht jedoch in unzulässigem 
Mafse ab. 

Beispiel 2 : Ein 2,» cm langer Winkeleisenstab aus Flufseisen vom Quer- 
schnitt 10X10X1^1^°^ ist an seinen Enden drehbar festgehalten. Die 
zulässige achsiale Belastung desselben bei fünffacher Sicherheit soll berechnet 
werden. 
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Das kklnsit« Trfigbeitsraomeiit ist , 

In i\t I ht n:^ I and daher 



,»p,v «tn . 






- JB^ 



7r^-86,i ^ 2 000 000 



: 45^0 kg. 



r- e 250* 

4550 f ^50 

Dt© nijttlf re DrQckspaniiuag wird —^ =^ 200 ^r . Da -r- = -j^ — 128 , 

«srhäit man oach Gl. II luit tri =—^- 



N^ 



B50d ■ n,i 



.1 



^(*+I^) 



:5000kf. 



Dft —r^ 105, liegt der FaU aufserlialb des AnwenduBpgebietes der 

r. Tt^toiajer'schan Formeln uod es kann «laber eine Tergloichs weise Eech- 
HQQg naeb diesen niebt in Frage kommeD« 

])«i8|tkl S: Das UDglciehacheuklige WinkeleiB«ii 3. 276 hat ein kleinstes 
Traglieitsmement J^ = 30 '^^^ iind bd der Läoge / = 200^-™ einer angreifenden 
Acbdalkraft gegenüber nacli E ü 1 e r einen Knick widerstand 
)r». 30-^000000 



N=^ 



200* 



■ = l4S00kf. 



T^ie 8,^77 angenommene Drackkraft von 5000 kg würde danach selbst bei 
aebBialem AnErriff nur mit einer rot 3 raeben und bei Gafseiäen mir mit einer 
rot IVf fachen Sicherheit aufgenommen werden können. Man t*rkennt daraus» 
daff boi kleinen Exzentrizitäten c für den Kraftangriff die Tragslcberheit eines 
^ttbh^ fxelfach zutreffender nacb den Hegeln für die Zerknickuug beurteilt wird. 
/VergL S, 277.» 

Eelfitiiel 4: Die achgiale Tragfähigkeit eines böhemen Pfostens ron 
rv&™ l4lnge und quadratischem Querschnitt ?ön 25«"" Seite soll mit stebn- 
facher Sicherheit berechnet worden. 



Ee ist i*= ^ = ^ == 5*2, also • = 7,t «» und -r 



i eoo 



T,i 



— Sa. Danach 



berecbnet sich mit ^—120000** und der einlachen Drackfestigkeit i? = 50O 
die Knickfestigkeit 

1. Nach Eni er V^— ö^v - - — i70**, 

2. ^ Schwarz iJ^= .^^y^„,-. ^310*t. 



r ^5000/ 



3. „ T, Tetmajer Z>jt== 
Darans folgt die zulässige Belastung 
l. Hacb EnUr N ^^20^25 



5000/ 
203- l,pw*83 = 131it. 



170 
10 ' 



lOGOOkff. 



210 



Schwarz .¥=25 ' 25 ~ =^ 13 lOOkf . 

V. Tetmajer ¥^25- 25 —^6200 k«. 

1(J 



i:UÄli/.it."lt»!fihT^, 



19 



^^h 



MÜ 



tffMA 
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Dabei ist zu bemerken, dafs das LängenTerhältois -r- = S3 bereits anlser- 

halb, d. h. unter der durch die v. Tetmaj er 'sehen Versuche ermittelten 

Grenze för die Gültigkeit der Euler' sehen Formel —=100 liegt, und die 

Anwendung dieser Formel danach also hier zu grosse Werte liefert. Ersichtlich 
zu hoch erscheint das Rechnungsergebnis nach der Schwarz "sehen Formel. 



VI. Drehungsspannungen, Drehungen. 

a) Reiue Drehangsspannangen. 

Ein gerader Stab befinde sich unter der Wirkung äufserer Kräfte 
im Gleichgewicht und die beiderseits einer Schnittebene tt an- 
greifenden Kräfte bilden je ein Kräftepaar, dessen Drehungsebene 
rechtwinklig zur Stabachse also parallel der Querschnittsebene ge- 
richtet ist (vergl. Fig. 8 S. 7). Das Gleichgewicht jedes der beiden 
durch den Schnitt getrennten Stabteile fordert dann, dafs die in 
der Schnittebene auftretenden Spannkräfte in ihrer Gesamtheit 
gleichfalls ein dem angreifenden äufseren entgegengesetzt gleiches, 
also in der Schnittebene liegendes Kräftepaar bilden. Ein solches 
kann nur durch Tangential- oder Schubspannkräfte entstehen, nur 
solche können also durch den bezeichneten Angriff der äufseren 
Kräfte in der Schnittebene hervorgerufen werden. Mit denselben 
tritt eine elastische Gleitung der Teilchen beiderseits unmittelbar 
neben der Schnittebene gegeneinander, eine gegenseitige Drehung 
oder Verdrehung benachbarter Querschnittsebenen und damit eine 
Verdrehung oder Torsion des ganzen Stabes ein, soweit er der be- 
zeichneten Wirkung unterliegt Die auftretenden Schubspannungen 
werden daher in diesem Falle Drehungs- oder Torsionsspannungen 
genannt. 

1. Stab von kreisförmigem oder kreisringförmigem 

Querschnitt. 

Der Stab habe überall gleichen Querschnitt, also zylindrische 
Form und das um die Stabachse drehende Kräftepaar greife am 
Ende des Stabes an (Fig. 205). Durch Versuche ist festgestellt, 
dafs Halbmesser eines Querschnittes auch nach eingetretener Drehung 
noch geradlinig sind. Daraus folgt, dafs die Gleitung in der 
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Aehse bei O (Vig. 206 1 Null Ui und verh^ltnisgleich mit dem 



Abstände q wn O nach atifäen 
zunimmt Da nun nach GL 2 S. Tu 



Fig. 205, 



1) 



7=- 



A. h, die Gleitung verhältnisgleich 
mli der Schabspannung ist, so 
mufs auch die Schubspaunung 
mit Q verhältöiagleich sein* Be- 
zeiehoet man daher diejenige am 
aufieren ümfiingt im Abstände E mit r und die im Abstände g 




eintretende mit x.,, so ist 



¥ig, fm. 



:£f 



l'.-Yi-9- 




Für ein© dtSnne Bingfläche von der Dicke 
W^i, dem Halbmesser £> und der Fläche dF, tn 
ireleher durchweg die gleiche Schubspannung r,, 
herrscht, ist daher unter Beachtung der GL 2 die Schubspannkraft, 
der Schobwiderstand 

Dem entspricht ein widergtehende^ Spannungsmoment 

Durch Integration erhält man das inagesamt widerstehende 

Spannungsmoment, und die Gleichheit desselben mit dem Moment 
M des angreifenden Äufseren Kräftepaares führt zu der Gleichung 

Darin ist der Integral wert das polare Trägheitsmoment J^ 
(vergl S, lOj und es wird 

Nach Gl 28 S. 22 ist för den kreisförmigen Querschnitt 
J^=^^H^ und daher för den vollzylindrischen Stab 



3aj 



M = r* 



2 



10* 
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Für den krd3ringfl)rmigen Querschnitt ist nach GL 30 S. 2% 
also för den hohky Imdrisefaen 



3 b) 



Stab 



Jtf-=- 



'Jt ^ — r* 



Der Winkel d, um welchen sich ein Querschnitt gegen eineti 
um l davon entfernten verdreht, heifst der Yerdrehungswinkel 
Die Berechnung desselben ergibt sich wie folgt: Infolge der Vei 
drebang nimntit eine ursprönglicb gerade Zylinderseite AB (Fig*205^ 
die Form AC einer sehr steilen Schraubenlinie an. Der Winkel 
yt welchen diese mit der Geraden AB einschliefst, ist die der 
Scbobspannung r der äusseren Mantelfläche entsprechende Gleitung; 
daher wird der Drebungsbogen BC=yL Weil aber \ 
BC^JRO^ 80 wird yl—R-h, also unter Beachtung der Gl l 
^^^^ rl Ml 



4 



4) 



4 a) 



4b) 



R G R GJ^ 
Fflr den follzylindrischen Stab wird 

ö = — — r-T und ffir hohlijündrische 



h = 



G3t'B^ 



Die Gleichungen 3 lassen sieh nach Belieben zm Berechnung 
des Drehungsmomentes Jf, das von einem Stabe hei gegebener 

xulässiger Schübspannung t aufgenommen werden kann^ oder 3^nr 
Bestimmung der durch irgend ein Drehangsmoment erzeugten Schub- 
spannung r, oder endlich zur Berechnung der Querschnittsabmessun^eul 
benutzen, welche der Stab bei gegebenem Drehungsmoment M nn4 
gegebener zulassigen Schubspannung r erhalten mufs. 



2, Stab mit rechteckigem Querschnitt 
So einfach die Ableitung der durch die Gleichungen Z u. 

ausgedrückten analytischen Beziehungen zwischen dem Drehungs- 
moment J/» der gröfsten Schubspannung r und dem Verdrehungs- 
winkel & für einen voll- oder hohkylindrischen Stab sich gestaltet 
m verwickelt fallen die bezüglichen Entwicklungen bei Stäben von 
anderen Querschnittsformen aus. Ergab sich bei™ kreis- oder 
kreisringnrmigen Querschnitt, dafs die durch ein Drehungsmoment 
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Fig. 307. 



TU einem solchen b er vorgerufenen Schubäpannuo^en für jedes Flächen- 
teilcheri recbiwinküg zum Mtitelpanktsfabrstrabl desselben gencbtet 
waren* so weisen die Schubspannungen in Stäbeo mit recbteckigem 
Querschnitt im allgemeinen davon abweichende Ricbtangen au£ 

In irgend einem Punkte P eines rechteckigen Querschnitts mit 
den Koordinaten *y und yy herrscht im allgemeinen eine Schubspannung, 
deren Richtung von vornherein nicht ohne weiteres bestimmt zu 
übersehen ist, die sich aber stets in zwei Seitenspann nngen r^ tind r, 
rechtwinklig zu den Seiten des Qaerscbnittes, bezw. ^u den Achsen 
eines rechtwinkligen Koordinatenkreuzes A"F zerlegen lassen (Fig. 207)* 
Mit der Lage von P ändert sich auch die Gröfse dieser Seiten- 
«cbübspannungen r^ und t,^* und aus dem auf S. 72 nachgewiegeneii 
Satze, wonach die an irgend einer Stelle 
innerhalb eines Körpers in twm zu- 
einander senkrechten Ebenen normal zu 
deren Durchschnittslinien auftretenden 
Schubspannungen einander gleich sind 
Und gegen jene Durcbscbnittalinie 
gleichen Richtungäsinn haben, fol^t, 
dafs r^ für alle auf den Seiten AD 
Und £C liegenden Qnerschnittspunkte, 
und r, för alle auf AJJ und DG 
liegenden Punkte Null sein mufs, weil 
in den die Querschnitt sehene in AB, 
J?(7, CD und DA rechtwinklig schneidenden Aufsenflächen des Stabes 
Schubspannungen nicht herrschen können. Daraus folgt das auf 
den ersten Blick überraschende Ergebnis» dafs in den Eckpunkten 
A, B, C und D des Querschnitts sowohl t^ als auch r^ gleich 
Null und in ihnen daher keinerlei Schubspannung vorhanden ist. 

Von der tatsächlichen Richtigkeit dieses Schlusses kann man 
sich leicht auch durch einen einfachen Versuch überzeugen. Versieht 
man die Oberfläche des Stabes vor der Verdrehung mit einem Netx 
von Quadraten, so zeigt sich, dafs diese bei der Verdrehung sich 
im allgemeinen in Rimmben verwandeln und dafs sie nur an den 
Kauten A, jB, Cund D ihre ursprüngliche Form beibehalten haben, 
Die Ab weich irng der Rhomben von den Quadraten, bezw, die ein- 
getretene Winkeländerung oder Gleitung ermöglicht auch einen 
Schlufs auf die Veränderlichkeit der Gröfse der Spannungen r, in 




294 Zweiter Abschnitt Elastizität und Festigkeit gerader Stäbe. 

der Richtung der Seiten AD und CJB, bezw. Ty in der Bichtung 
der Seiten AB und C2>, denn Gleitungen und Schubspannungeu 
sind verhältnisgleich. 

Ausgeführte bezügliche Versuche haben ergeben, dafs die 
OldtuDgen und Schubspannungen in den Punkten E und G de» 
Querschnittsumfangs am gröfsten sind, welche der Stabachse am 
nächsten liegen, in den Mittelpunkten F und H der kurzen Seiten 
also weniger stark ausfallen. Die Schubspannnngen r in den Mitten 
E und O der langen Seiten stehen zu denjenigen r^ in den Mitten 
F und H der kurzen Seiten in folgender Beziehung 

' T, d 

Das Gesetz der Zunahme der Spannungen r, und r^ in den Seiten 
A D und BC bezw. AB und CD von den Eckpunkten A^ JB, C und D 
nach den Mitten kann nach den vorliegenden Versuchen, insbesondere 
von C. Bach, und in Übereinstimmung mit den Ausführungen auf 
S. 182 u. f. über Verteilung der Schubspannungen als ein parabolisches 
angenommen werden. 

Durch Versuche ist ferner festgestellt, dafs die Hauptachsen 
(A'und Y) des Querschnittes während der Verdrehung gerade und 
zueinander rechtwinklig bleiben. Die erstere Tatsache gestattet 
den Schlufs, dafs die Gleitungen und Schubspannungen in Punkten 
der Hauptachsen senkrecht zu diesen von innen nach aulsen 
verhältnisgleich mit dem Abstände vom Schwerpunkte zunehmen. 

Macht man die hiernach wahrscheinliche Annahme, dafs 

1. die Spannung r, verhältnisgleich ist mit oc und ebenso 
Ty verhältnisgleich mit y, 

2. die Spannung r, in parabolischer Abhängigkeit von y und 
Ty in parabolischer Abhängigkeit von x steht, 

so erhält man zwischen den gröfsten Spannungen r und r^^ in den 
Punkten E und H bezw. G und F und den Spannungen r, und r^ 
in einem beliebigen Punkte P {xy) folgende Beziehungen: 

Für die Spannung r' eines Punktes der Seite AD mit der 
Ordinate y wird 3/^-(ö) =r-T':T und daraus 

2, '-'(i-^) 
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and ebenso für einen Pnnkt der Seite CD mit der Abszisse x 
nnter Beachtung der Gl. 1 

Ferner wird t,:t' = x:^/> und 

T, : T, ' = y : Ä/2 oder unter Beachtung der Gl. 2 u. 3 
, 2x ' 2x1^ 4«2\ 

, 2v 2y'dL 4a;2\ 

Auf ein Flächenteilchen dli^ bei P wirken nun die Schub- 
spannkräfte Vjg'dF bezw. r^-dF und diese liefern zu dem inneren 
widerstehenden Spannungsmomente in Bezug auf die Achse O 
einen Beitrag dJU^^[T^^x + T,.y)dF. 

Das Drehungsgleichgewicht der inneren und äußeren Kräfte 
bedingt danach die Gleichung " 

oder unter Beachtung der Gl. 4 und 5 

Say^dF=J2j jydi^= «71 sind die Hauptträgheitsmomente 
des Querschnitts und es ist 

h^'J ^^^"~h^^ A2'l2 d' 12 d' 
Endlich ist noch zu lösen 

JdF' x^ • y2 =j*dx 'Z^-dy-y^. 
Ein wagerechter Flächenstreifen von der konstanten Breite dy 
liefert zu dem Integralwerte den Beitrag 

d 



dyy 
und die ganze Fläche ergibt 



3.^ 

12 



x^dx = dy-y' 

+ - 
12\2';''3'=12ä2- 
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Danach wird 

6) J|f=|.r.§ = i.r.yJ^ und ebenso Jlf=|r,.^, oder 

Da Ji>J2, so ist T>Ti. Die durch ein Drehungs- 
moment in einem Stabe von rechteckigem Querschnitt 
hervorgerufene Drehungsspannung ist also in den 
Punkten am gröfsten, welche der Stabachse am nächsten 

liegen, nämlich im Abstände ^. Für die Drehungsfestigkeit 

ist nicht wie beim zylindrischen Stabe das polare Trägheitsmoment, 
sondern das kleinste Hauptträgheitsmoment mafsgebend. 

Der Verdrehangswinkel d eines Stabes von rechteckigem Quer- 
schnitte wäre nach der im Querschnittspunkte E (Fig. 207) herr- 
schenden Spannung r und der daraus folgenden Gleitung y = T:G 

zu 77 Y~» ^- Ji- mittels Gl. 13, S. 69, zu - ^^-^ zu erwarten, nach 

Cr i.^ 4 Cr ^2 

der im Punkte H herrschenden Spannung Tj = t- aber zu 

r^ J_ ^ 3 3// 



f/lA 4^J/ 
In Wirklichkeit verdrehen sich die beiden Symmetrieachsen des 
Querschnitts annähernd um das arithmetische Mittel dieser beiden 
Werte, d. h. es ist ungefähr 

o, . 3MI [ l . }\ 

Die beiden Symmetrieachsen bleiben zueinander rechtwinklig; 
die übrigen vom Mittelpunkte aus gezogenen Radien verdrehen sich 
um verschiedene Winkel und treten aus der ursprünglichen Quer- 
schnittsebene heraus, so dafs diese in eine krumme Fläche über- 
geht Bessere Übereinstimmung mit Bauschinger's Versuchen 
(Civilingenieur 1881, S. 115 u. f.) ergibt sich noch, wenn man 
V» = 0,375 mit 0,3 vertauscht, also setzt: 



'-«-Kx+x)'- 



r/«. Seine Drehiwff^spofmufuifn. 
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8 J 

Nach Einführung von M = —r -^ (GL 13) wird Heraus 

») "-».''5l('+j;)=«-«5?('+^)- 

Für Stäbe mit aus Rechtecken zusammengesetÄtea Querschnitten 
i«t die theoretische Entwickelung von Regeln zur Berechnang der 
Schubspannungen aus dem Drehungsmoment in für die Anwendung 
brauchbarer Form bislang nicht gelungen. C, Bach hat indes aus 
Tom ihm angestellten eingehenden Versuchen Formeln hergeleitet 
und in seinem Werke Elastizität und Festigkeit mitgeteilt, worauf 
hier verwi*^sen werden möge. 



Auwenduogen. 

Bfisi>iel l: Auf einer MasehioeüwäUe (Fig. 208) beiluden eich zwei 2ahii- 
itder im Abitande |^=250«w voneinander Am umfange des rechtsseitigen 
foni TliiJbmesser = 40 «"> 

Wirke eine Kraft K^ 1 000 iff . Fig. 208. 

Dadurch entetöbt ein Dreb- ^ 

ttioraent 3£ ^ 40 ÜOO cmikp^ 
welches durch ein gleicbe^i 
^Viderstandämoment am an- 
derön Zahnrad e anfgeliohen 
werden möge. Die Äulässlge 
Schubspannung möge mit Ellcbsicht auf mögliche Ünregehnäfsigkeiten dör 
Be wfjguog nur lu T ^ 200 »* angenommen werden, dann gilt fiir den erforder- 
lichen WeHenbalbmesser r 

200 ' V'j r^ T. — 40 000 oder r = 5 <» . 
Die elastische Verdreliung der beiden Zahnräder gegen einander betragt (Gl 4) 

200 250 1 




Uthfi^^ 




j5 = 



800 000 b 80' 



oder in Oniden 0"43'. 



Bttapte! 2: Bei einem Quadrate ron der Seite d als Querschnitt ist 

tjeiiw Kreise vom Durchmesser cJ: 

Bei gleichem Querschnitt T iat also der Kreis, bei gleiclier Breite (iJuich» 
IDOiser ^ Quadrataeite) daa Quadrat gegen M widerstandsfähigen 
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b) Dreh- und BiegaDgsspaniiiuigeii. 

In vielen Fällen der Anwendung treten neben den reinen 
Drehungsspannungen gleichzeitig Biegungsspannnungen auf, and aas 
dem Zusammenwirken beider, die ihrem Wesen nach Schub- und 
Normalspannungen sind, ergeben sich nach S. 194 Gl. 5 and 6 die 
Hauptspannungen und Materialanstrengungen. 



1. Stab von kreisförmigem und kreisringförmigem 
Querschnitt. 

Ist für irgend einen Stabquerschnitt i/^ das Biegung-, M^ das 
Drehungsmoment, so ist nach Ol. 3 S 84 die entstehende gröiste 

Biegungsspannung (Randspannung) o = — ^ = — ^= — und nach Gl. 3 

J/e J 

S. 291 die gröfste Drehungsspannung r = — %- — . Da nach S. 22 

Jp 

Gl. 27 Jp = 2J, so erhalten wir nach S. 194 Gl. 5a die entstehenden 
Hauptspannungen 



Nach Gl. 6 a S. 194 ergibt sich daraus die gröfste Material- 
anstrengung 

worin für den Vollzylinder J=^ — — und für den Hohlzylinder 

^ ;r(Ä4-,.4) 
J=—^ — zu setzen ist. 



2. Stab mit rechteckigem Querschnitt 

Hier ist zu beachten, dafs die gröfste Biogungsspannung da?on 
abhftngt, gegen welche Querschnittsachse rechtwinklig das gegebene 
Biegungsmoment wirkt. Wir wollen uns hier zunächst auf die beiden 



Vlh, Dnh- und Bifgitngmpnnnungm. 
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in der Anwendung CDaiät vorliegendea HaapU^üo beschränken, wo 
Am Biegiingsmoment in den Richtungen der Hauptachsen des Quer- 
schnitts wirkt Am ungünstigsten wird der Stab beanspracht, atn 
grOfsten fallen die Stoffanstrengungen aus, wenn das Biegungs- 
iDOment in der Richtung der Hauptachse // wirkt, weil 
dann sowohl für die gri^lsten Biegungs- ak Drehungsspannungen das 
kleinste Trägheitsmoment in Frage kommt. 



Es wird dann nach Gl. 3 S. 

und nach GL 7 S. 296 t= | — ' — . 
wir die Uauptspannungen zu 



84 erstere iT^--p=— ^ 
Nach GL 5a a 194 erhalten 



2-2 J. 



ymMi^r- 



d.i. 



3) 



«r, = 



4J., l 



Mi±VMi^ + {l,bMa)- 



und daraus die grfifste Stoffaiistrengang in der Mitte der langen 
Querschnittsseiten 

4) s = ^ (I . M„ 4- i l^W+(l,5J^j . 

Wirkt das Biegungsnaoment in der Richtung der 

Hauptachse /, so erhält man die Bauptspannung und gröfste Stoff- 
anstrengung in der Mitte der kurzen Querschnittsseiten, indem man 
in GL 3 u. 4 J> mit J^ und die Querschnittsbreite d rait der Höhe h 
vertauscht. Es ist indes nicht in allen Fällen sicher, dafs bei dieser 
Hichtung des Biegungsmomentes in der Mitte der kurzen Querschnitts- 
seite die überhaupt gröf^ste Anstrengung auftritt- Jedenfalls aber ist 
der Punkt, in welchem diese herrseht, auf dem Querschnittsum fange 
zu suchen* Ümschreiten wir diesen, so treffen wir im altgemeinen 
sechs Punkte, in denen die Stoffanstrengung zu einem relativen 
Maximum wird. Zwei derselben erkennt man leicht als in der 
Mitte der kurzen Seiten liegend, während die vier andern sich in 
symmetriscber Lage auf den langen l^eiten befinden. In welchen 
von diesen Punkten der absolute Gröfstwert der Anstrengungen 
entsteht, hängt von dem VerhüHnis der Breite des Querschnittes zu 
ieiner Höhe und von dem Verhältnis des Biegungs- zum Drehungs- 
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rooment ab. In irgend einem Punkte' der langen Seite mit der 
Ordinate y herrscht nämlich die Biegungsspannung 

und nach Gl. 2 die Schubspannung 

Daraus erhält man die Hauptspannungen 



und die gröMe Stoffanstrengang 



2 

fr-: 



^-^-.+^-]im+r'^-, 



oder, wenn man die obigen Werte für a^ und r* einsetzt 



3 

8 



Y 



Hierin erscheint also s als Funktion von y und wird ffir zwei 

Werte von y zu einem Maximum. Die Bestimmung desselben mit 

ds 
Hilfe der Gleichung t~ == ^ ^^^^ ^°^^ ^^^^ umständlich aus 

und führt zu einer fQr die Anwendung, etwa zur Berechnung der 
Querschnittsabmessungen, brauchbaren allgemeinen Gleichung nicht 
Man hat daher gegebenenfalls Querschnittsabmessungen versuchsweise 
anzunehmen oder unter vorläufiger Benutzung der Gl. 4 zu berechnen 
und dann rückwärts nach Gl. 5 für verschiedene Werte von y die 
eintretenden gröfsten Anstrengungen s zu berechnen und danach 
deren Zulässigkeit zu beurteilen, bezw. eine entsprechende Qaer- 
schnittsvergröfserung vorzunehmen. 

Wirkt das Biegnngsmoment in beliebiger von den Querschnitts- 
bauptachsen abweichender Richtung so läfst sich für jeden Punkt 
eines Querschnitts nach Gl. 8 S. 242 u. f. die dort herrschende Normal- 
spannung und nach Gl. 2 u. 3 S. 294 u. 295 die Schubspannung 
und aus beiden die Anstrengung bestimmen. Es soll darauf indes 
hier nicht näher eingegangen werden. 



VJb. Dr^h- und Biei/itHtjs^punmoigeH. 
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AnwenduDgeB. 

Der Zapfen -4 der Kurbel welle Fig. 209 wird rechtwinkli|: zur Äch&t 
d$B im Qnerachnitt recbteckigeD Kurbelacbaftes durcb eine Kraft Ä"^=10öD0'f« 
«rgriffen* Dftbei antstebeii im KorbelBcbaft Dreh- und Biegt] ngispäofttiageii. 
I)^ Verdreh angsmoment M^f ist für alle QnefscbDitte des Schaftes koDitant 
nod bei den a^s der Fig. ersichtlichen LäDgeamalsen 

M^^ 13 ' 10000 =^ 130000 «n/k^ , 
Pas BiegtingÄiuotüeüt ist im Querschnitt tt gleich Nnli und ft^fichst ver- 
hfiJtnisgleich mit dem Abstaode von tt. Der Schuft eoII eine aDöilhernd^ 

Fig. W^. 




Form van gleichem Widers tao de erhalten und mafs daher in seinen Quer- 
9Clinitt9nbmea«nQgen Tom Schnitt ^^ bi» f'^'f ' allmählich anwachsen. Die 
^6fite Stoffii Östren gnng soll 800»* nicht ftberseh reiten. Wir wählen die 
l>icke d durchweg konstant gleich 8 cm und wollen die 'reränderliche Hohe 
l>*fltiiiimen. Denken wir un& den Querschnitt nach dem Geseti seiner Höhenzta- 
l»esw. Abnahme bis zu den Schnitten tt und t"**t^'** einfach rechteckig fort- 
gesetzt, so <*rgibt sich für den ideellen Quenchnitt t"" £"" daß Bjogungsmoment 
J^4^ 10000 '50 ^500 000 ctiHy. Setzen mr aufierdem in Gl. 4 &, 299 
j» = 800, d = 8«m tjnd^ da das Biegungsmoment in der Richtung der Hanpt^ 
aciieo I wirtt, «^i ^ J^i = —r^ ^^^^ vert^uscheo d mit h , so erhalten wir 
durch Anflösnng der GL 4 fhr h 



h^ 



'} 



s-söoU 



500 OÜO 



+ j • / 500 000' + (!,*' laoooov^j = n «« . 
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Für den Querschnitt im Abstände gleich 40 cm von tt wird Jtfi, = 40- 10000 
und also 

h = 1/ g-A__ |A . 400 000 + ^ . V'ÄÖO ÖÖOH-" 0,6 . 18ÖÖÖÖJ=i| = 20 cm . 
Für den Mittelquerschnitt Mf, = 2o' 10 000 also 

h = ]/ ^tIjjq [4 • 2'^0 000 + A . ]/ 250 ÜÖÖ^ + Ö,> • I :^0^Ö0)'^| = 1 6,5 «n . 
Im Abstände gleich 10cm von it 3/^= 10- 10000 und 

Ä = T/g^|4l00 000 + -J. 1^100000^"+ (1^. 130000)^} =I2,9cin. 

In dem ideellen Schaftquerschnitt it ist 3fft = 0, hit-r kommt also nur das 
Yerdrehungsmoment in Frage. Die stärkste Schubspannung tritt in der längern 

h • d^ 8' • h 
Querschnittsseite auf. In Gl. 4 verschwindet Mi^ und es ist J^ = — r-- = .. . 

Damit wird 

Es bleibt noch festzustellen, ob die vorläufig stillschweigend gemachte 
Annahme, dafs die absolut stärkste Anstrengung in der Mitte der kurzen 
Querschnittsseit« liegen würde, tatsächlich zutrifft. Wir erkennen, dafs dies 
in dem Querschnitt t't' sicher nicht der Fall ist; denn hier ergibt Gl. 5 
für die Mitte der langem Seite (/*= 12,6) mit y =- (Biegungsspannung Null) 

5 3 ^./-^ ^ :] 130 000. 8-12 .,,. , 

4 8 JT, 4 8 12,6.8» 

In einiger JJntfernung von der Mitte der längern Seite für kleine Werte von 
f/ würde Gl. 5 noch gröfsere Anstrengungen ergeben. Eine Vermehrung der 
Qiierschnittshöhe ist im Querschnitt t't' also erforderlich. 

Wir wollen jetzt mit Hülfe der Gl. 5 die Anstrengung in den langem 
Seiten des Querschnittes t" t" von der errechneten Höhe /i = 16,4 cm 

näher untersuchen. Mit J., = ^^^ = 100^^* u. J, = — |^ = 3000««*, 

3/^ = 25 • 10000, 3/rf= 130000 erhalten wir 

fiir y = 0»-m Ä — (;94 J^t, 



7j= 1 cm 


S=720at, 


?/ = 2 cm 


«r=725at, 


y = 3 <^m 


5=:=707at. 



Da*! relative Maximum der Anstrengung in der langem Seite liegt danach 
etwa bei 7/ = 2cm^ ist ab<.*r mit s = 725»* kleiner, als die der Berechnung 
der Quersclmittshöhe zu Grunde gelegte Anstrengung 5 = 800»t in der Mitte 
der kurzen Seite. Die hier errechnete Höhe ist also hinreichend, und dasselbe 
ergibt sich für die in den Querschnitten t"'t"' und t""t"" errechnete Höhen. 



VIb. Dreh- und Biegungs^paunungen. 
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Die Auftragnng der errechneten Höhen ergibt eine von der Geraden 
nur wenig abweichende Linie. Hält man daher die in den Schnitten tt und 
l*nf^,n errechneten Höhen fest und wählt eine gerade Verbindung der ent- 
sprechenden Punkte, so ergibt sich für die zwischenliegenden Querschnitte 
eine geringe Verstärkung, die auch für den Schnitt t't' genügen dürfte. Mit 
Hülfe der Gl. 5 ist dies leicht zu kontrollieren. 

£8 soll noch der Durchmesser der Welle im Schnitt t^t'^ berechnet 
werden. Für diesen ist Jfft = 29- 10000 und if,, = 50- lOOOOcm/ky. Daher 

oach Gl. 2 S. 298 mit J=^^^ und » = 800»t 

4 



1= ]/^7;|öÖ {t ' ^^^ ^^^ + T • V"'^90Ö00a + oÖÖOOO'A = 9 < 



d. i. der Durchmesser 2)= ISc™. 



-o«:»*^ 
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Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der in 

den Formeln benutzten Buchstaben unter Hinweis 

auf die erklärenden Stellen des Buches. 



Ä Stütz- oder Auflagerdruck des 
linken Endauflagers (S. 93). 

B desgl. des rechten Endauflagers 
(S. 93). 

C Auflagerdruck einer Mittelstütze 
(S. 126). 
Cgy Centrifugalmoment einer Fläche 
in Bezug auf ein Achsenkreuz xy 
(S. 10). 
C^y Centrifugalmoment einer Fläche 
für rechtwinklig gemessene 
Abstände x und y in Bezug 
auf ein schiefwinkliges Achsen- 
kreuz (S. 14). 

D Dnickfestigkeit eines Stoffes (S. 52 
u. 55). 

D Mittelkraft aller Druckspannkräfte 
in einem Querschnitte (S. 232). 
L>i^ Knickfestigkeit eines Stabes 
(S. 280). 

E Elastizitätszahl eines Stoffes (S.50). 

F Querschnittsfläche eines Stabes 
oder Balkens (S. 49 u. 226). 



K 



Fy^ Fgy Flächeninhalte der Seil- 



liniendreiecke bei der zeichne- 
rischen Bestimmung derFlächen- 
momente zweiter Ordnung nach 
Mohr (S. 28). 
Fyi Momentenfläche (S. 115). 
Q Gleitzahl (S. 70). 



H Pol weite in einem Erafteck für 
die Zeichnung eines Seilecks 
(S. 94, 95). 
cT, Jg^ Jy Achsiale Trägheitsmomente 

einer Fläche (S. 9). 
*^xy.f *^yr Trägheitsmomente einer 
Fläche für rechtwinklig ge- 
messene Abstände x und y in 
Bezug auf ein schiefwinkliges 
Achsenkreuz (S. 14). 
Ji u. «7!. Hauptträgheitsmomente einer 
Fläche (S. 32). 

Jp Polares Trägheitsmoment einer 
Fläche (S. 10). 

K Kraft (S. 49). 

K Kernpunkt (S. 252). 

L Gesamte Trägerlänge (S. 176). 

M Angriffs- oder Biegungsmoment 
(S. 84). 
Jtfi 3/2 .. . M^ Stützmomente (S. 145). 

A' Längskraft, Normalkraft für einen 
Querschnitt (S. 226, 24!). 

P Einzellast eines Balkens (S. 94). 

Q Querkraft in Bezug auf einen Stab- 
oder Balkenquerschnitt (S. 226, 
241). 
^S. statisches Moment eines Quer- 
schnittsteiles auf der einen Seite 
der Nullinie in Bezug anf diese 
(S. 180). 
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7' TÄögttiitial- oder ScKubwiilerstaud 
in euu^m Quorschmtte (8, i*0), 

ff* Widefstundamrtmetit eim^ü Quer- 
schnittes (S 84). 

-^ Mittelkraft iiller Zngapanolirsifte 
iö mnmii Querschnitte (S. '2M)^ 

ii grofse llalbftchso der Trägheitfl* 
Qod Centralellip«e Hauptträg- 
htfitehaibuietfa^r (B. 34), 
(ii lu^eorilaeter Halbttiesser der 
Ceotrnlellipse (S. 35). 

u AbeUnd einer Liist vom linken 
Endikuflttger (S. 93, 1^6). 

a Sttlck eines Gerberträgerg (S. H>9). 

*i grofjjte Ordinate der Bkgunga- 
linie eines ron einer Lings- 
Itmft iV' ergriffenen Stabes in 
Bezug agf die Hieb tungslinie der 
Kraft ala Abscijtsenaehse(SJ73). 

t> kleine Halbacbse der Trägheita- 

ond Ceutralellipse (S. 34)* 
h^ f ygeordnete Salbachee derCentral- 
ellipse (S. 3j), 

h Abstand einer Last Yom rechten 
Eüdaufbger {S, 93, 96). 

h Stück eine» Gerberträgers (S. Iß9), 

/> Breite einea rechteckigen oder &m 
KechteckflD gebildeten Quer- 
ßchnitti (8 15, IG, 85). 

€ Senkung der Mittöbtötae einei 
dreifach geatützten Balkens 
(8. 126). 

c Exzentrizität einer Längs krftft N 
{a 213). 

d Stfick eines GerbertrÄgera (8. 169), 

d Eläatirität8gr»t!iie fhr Druck (8,52). 

d Breite eine» Beehtecks (S. 258). 

t Abitand der am stärksten ge- 
ß|mnntinj Htelb* im Querachnitt 
einea gebogenen Stabe» von 
der Biegi^ngirtchse (H. 83). 

r Breite des wirkHairie» Teiles eine» 
QuerBchuittet (8* 233), 

f Durchbiegung eine« BiJkeim 
(a 117>. 



^ stündige ßtdaatung für die Langen* 

eiiilmt (S. 161). 
h Halle einet rechteckigen oder tus 

Rechtecken gelildetea StÄh- 

querschüittea (S 85, 258). 
<^ Trägheitahalbniesser (S. 10). 
k Kern weite (S. 230, 250), 
mE Querela£tidtätszahl (3. 61), 
tn Verbiltnis der mittleren ElaeÜ«i-'i 

t&taiablen für Zug und Drucfi| 

eines dem Hook ersehen Geaets] 

nickt folgenden Stoffes (S. 207). 
n Verhiltnia verschiedener Breiten 

eines Querschnitts (S. 203)- 
n Sioberbeitsmafs gegen Brnch 

(S. 56). 
n Zahl der halben Wellen bei einota 

knickenden Stabe (Euler'sche 

Formel) (S, 21% 
P Belastung der Längeneinheit eines 

Balkens, inbesondere beweglich o 

Belastung (S. 93 u, 157). 
q volle Belastung der Längeneinheit 

eines Balkens (S. 170). 
r Hülfßgröfse (Knickfestigkeit) 

(S. 274, 278). 
s Anstrengung {S, ßO, 69, 194)* 
# Stfirke der Kopfplatte eines Blech- 

balkenii (B. 20). 
s Btßrke der Einlage bei Verbutkd- 

balken (9, 214). 
t Abstand einer Druckkraft N von 

der Kante E eines Stabquer- 

schnittea [B. 2M). 
u veränderliehe lotrechte Höhe einer ( 

graphisch ermittelten Momenten- 

fläche (S. n, t>6). 
» Abstand einer Last vom linken 

Auflager (S. LSI). 
o" Abscisse eines beliebigen Qaer- 

schnittapnuktos (8. 9, 11, 241). 
x,t Abiciss« des AngriHkpunktes einer I 

Normal kraft in einen Stab- 

((ueriehnitt (3. 24 t). 
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y Ordinate eines beliebigen Quer- 

schnittspunktes (S. 9, 11, 241). 

y^ Ordinate des Angriffspunktes einer 

Normalkraft in einem Stab- 

querschnitt (S. 241). 

z Abstand eines beliebigen Qner- 
schnittspnnktes yon der Scbwer- 
achse (S. 180, 225). 

z Elastizitätsgrenze f&r Zug (S. 51). 

z^ Abstand des Angri&punktes einer 

Normalkraft von der Schwer- 

achse eines symmetrischen Stab- 

qnerschnittes (S. 225). 

a Biegungswinkel (S. 114). 

OL Knickziffer (S. 283). 

a Verhältnis der Randspannnngen 
in einem Yerbundbalken (S. 220). 

a„ Neigungswinkel der Nnllinie 
(S. 256). 

a^ Neigungswinkel der Kraftlinie 
(S. 256). 

ß Verhältniszahl für die Entfernung 
der Einlage in einem Verbund- 
balken von dessen Aufsenkante 
(S. 220). 



X 



ß Neigungswinkel der Verbindong^- . 
graden benachbarten Stütz- 
punkte eines Balkens (S. 145). 

r Gleitnng (S. 70). 

Y Dichtigkeit des Mauerwerks 
(S. 237). 

« Dehnung (S. 50). 
Einflufsordinate (S. 156). 
Länge eines Trägerfeldes bei 
mittelbarer Belastung (S. 158). 

fi Multiplikator einer Einflufsfläche 
(S. 156). 

f Abscisse des Schwerpunktes der 
Momentenfläche F^g (S. 140, 
142). 

p Krümmungsradius der Biegungs- 
linie (S. 86). 

a Normalspannung (Zug^ oder Druck- 
spannung) (S. 49, 51, 225 u. 241). 
(T, «i, Hauptspannungen (S. 192). 
(Ti 02 Rand8pannungen(S.82, 84u. 86). 

r Schubspannung (S. 69, 179). 

To wagerechte und lotrechte Schub- 
spannung in der Achse eines 
Balkens (S. 181). 



-<H-e8S>-fo- 



*i 



5 1939 



